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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs ♦❢ ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡❧♣❡❞ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ❜② ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✳ ■ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s t♦ t❤❛♥❦ t❤❡♠✳
■♥ ✜rst ♣❧❛❝❡ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦r✱ ❲✐❧❢r✐❡❞ ❙❛♥❞✲❩❛♥t♠❛♥ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt
❞✉r✐♥❣ ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ②❡❛rs✳ ❲✐❧❢r✐❡❞ ✇❛s ❛❧✇❛②s ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss ✐❞❡❛s ❢r♦♠
❛♥ ♦♣❡♥ ♠✐♥❞❡❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ▼② t❤❡s✐s ❣r❡❛t❧② ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ♠❛♥② ❜❧❛❝❦❜♦❛r❞s t❤❛t ✇❡ ✜❧❧❡❞
t♦❣❡t❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ❢r♦♠ ❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ♠② ❞r❛❢ts✳ ❲✐❧❢r✐❡❞ ✇❛s ❞❡❡♣❧②
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♦❢ ♠② ❡ss❛②s✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❜② ❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ t❤✐♥❦ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♠② ♣❛♣❡rs✳ ❍✐s r♦❧❡ ✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♠② ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✛✉s❡ ✐❞❡❛s ✐♥t♦ ❛
t❤❡s✐s✳
❉❛✈✐❞ ❙❛❧❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡ t♦ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs✱ ❤❡ ❤❛❞ ❛
❣r❡❛t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤✱ ❝♦♥st❛♥t❧② ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ ♠❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❉❛✈✐❞
✇❛s ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ♠❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛❝t✐✈❡❧② ✐♥ st❛t❡✲♦❢✲❛rt ❞❡❜❛t❡s ♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s✳
❋❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❈❆s ❛♥❞ t❤❡ ❯❙ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❛✉❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜♦t❤ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt
❛♥❞ ✐❞❡❛s ❢♦r ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ▼② ❡ss❛② ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❡①✐sts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦♥❣ ❛♥❞
♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐♠✳
■ ✇❛s ❤❛♣♣② t♦ r❡❝❡✐✈❡ ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♠❡♥ts ❢r♦♠ ♠② r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ ❆♥t♦♥✐♦ ❊st❛❝❤❡ ❛♥❞
❉❛✈✐❞ ▼❛rt✐♠♦rt✳ ■ ❛♠ ❤♦♥♦r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡✐r
r❡♣♦rts✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❡ ✈❡r② ✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s✱ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠②
r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ♦♥ ❤♦✇ t♦ r❡✐♥t❡r♣r❡t ♠② ♦✇♥ r❡s✉❧ts✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦
✹
P❛tr✐❝❦ ❘❡② ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ♠② ❥✉r②✳
▼② t❤❡s✐s ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ ♠❛♥② ♣r♦❢❡ss♦rs✳ ■ ✇❛s ❧✉❝❦② t♦ ❤❛✈❡ ❙té♣❤❛♥❡ ❙tr❛✉❜
❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ ♠② s❡❝♦♥❞ ♣❛♣❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❚❙❊ st✉❞❡♥t ✇♦r❦s❤♦♣✳ ❍✐s r❡♠❛r❦s ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ r❡s❤❛♣❡
♠② ♣❛♣❡r✳ ❇r✉♥♦ ❏✉❧❧✐❡♥ s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♠② s❡♠✐♥❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❣❛✈❡ ♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧
t♦ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♠② ♣❛♣❡rs ❢♦r ♠♦♥t❤s✳ ❏érô♠❡ ❇♦❧t❡ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❜✉✐❧❞ ♠② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❚❛❦✉r♦ ❨❛♠❛s❤✐t❛ ❛♥❞ ▲✉❝❛s ▼❛❡str✐ ✇❡r❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥ t♦ ❞✐s❝✉ss t❡❝❤♥✐❝❛❧
❞❡t❛✐❧s✳ ▼✐❧♦ ❇✐❛♥❝❤✐ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠❡♥ts t♦ ♠② s❡❝♦♥❞ ♣❛♣❡r✳ P❛tr✐❝❦ ❋è✈❡✱ ❚❤♦♠❛s
▼❛r✐♦tt✐✱ P✐❡rr❡ ❉✉❜♦✐s✱ ❋r❛♥ç♦✐s ❙❛❧❛♥✐❡✱ ❆r♥❛✉❞ ❉r❛❣✐❝❡✈✐❝❤✱ ❆♥t♦♥ ●❛r❝í❛✱ ❛♥❞ ❏✉st✐♥ ▲❡r♦✉①
❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts✳
■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❚❙❊ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠② P❤✳❉✳ ②❡❛rs ❛
❥♦②❢✉❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ■ ♠❛❞❡ ❣♦♦❞ ❢r✐❡♥❞s ❤❡r❡✱ ✇❤♦ ■ ❡①♣❡❝t t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❡❡✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ♠② ❧✐❢❡✳
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❧✐❦❡ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❖t❡✐③❛ ♦r ❑✉♥ ▲✐✱ ♦✉r ❢r✐❡♥❞s❤✐♣ ✇❛s ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
r❡s❡❛r❝❤ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ●❡tt✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❤✳❉✳ ♣r♦❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠② ❛❧♠♦st ■t❛❧✐❛♥ st✉❞② ❣r♦✉♣✿ ●✐♦r❣✐♦ Pr❡s✐❞❡♥t❡✱ ▼❛r❝❡❧❧♦ P✉❝❛✱ ●✐♦✈❛♥♥✐
❙♦❣❣✐❛ ❛♥❞ ❙❤❛❣✉♥ ❑❤❛r❡✳ ❊❧❡♥❛ P❛♥♦✈❛✱ ❙❤❡❦❤❛r ❚❤♦♠❛r✱ ❘❛❢❛❡❧ ❋❡rr❛③✱ ❏❛❦♦❜ ❍❡♥♥✐♥✱ ❆❞r✐❛♥
❚♦r❝❤✐❛ ❛♥❞ ❖❧❡❣ P♦❧✐✈✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡ t♦ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥❡❡r✐♥❣ ❤♦❜❜✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠② ❤♦❜❜✐❡s
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ♠② ❧✐❢❡✳ ❆✉❞❡ ❙❝❤❧♦❡s✐♥❣ ❞❡s❡r✈❡s s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥✳ ▼♦✈✐♥❣ t♦ ❋r❛♥❝❡ ✇❛s ❛ ❧♦t
❡❛s✐❡r t❤❛♥❦s t♦ ❤❡r✳
P♦r ú❧t✐♠♦✱ q✉✐s✐❡r❛ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛ ❧❛s ❞♦s ♣❡rs♦♥❛s ♠ás ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ♠✐ ✈✐❞❛✿ ♠✐ ♠✉❥❡r
❏✐♠❡♥❛ ② ♠✐ ❤✐❥♦ ❊♥③♦✳ ❏✐♠❡ ❝❛♠❜✐ó ♠✐ ✈✐❞❛ ❡♥ ♠✉❝❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✱ ✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ♠✐ ♦r✐❡♥t❛❝✐ó♥
❛❝❛❞é♠✐❝❛✳ ❊♥ ❣r❛♥ ♣❛rt❡✱ ❤❛❜❡r ✈❡♥✐❞♦ ❛ ❚♦✉❧♦✉s❡ s❡ ❧♦ ❞❡❜♦ ❛ ❡❧❧❛✳ ▲❛ ❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ♠✐s ♣❛♣❡rs ②
♠✐s ♣r❡s❡♥t❛❝✐♦♥❡s ❤✉❜✐❡r❛ s✐❞♦ ♠✉❝❤♦ ♠❡♥♦r s✐♥ s✉ ♣❛❝✐❡♥❝✐❛ ♣❛r❛ ❡s❝✉❝❤❛r♠❡ ② ❧❡❡r ♠✐s ❡s❝r✐t♦s✳
P❡r♦ s♦❜r❡ t♦❞♦ q✉✐❡r♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r❧❡ ♣♦r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ♠❛r❛✈✐❧❧♦s♦ q✉❡ ❝♦♠♣❛rt✐♠♦s ❡♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❞✉r❛♥t❡
❡st♦s ❛ñ♦s✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ❛❣❛r❞❡③❝♦ ❛ ♠✐ ♣❡q✉❡ñ♦ ❊♥③✐t♦✱ ❝✉②❛s s♦♥r✐s❛s ♠❡ ❞✐❡r♦♥ ❧❛ ❢✉❡r③❛ ♣❛r❛
❛❢r♦♥t❛r ❡st❡ ú❧t✐♠♦ ❛ñ♦ t❛♥ ❞❡s❛✜❛♥t❡✳
✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❤✐❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s
♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜ts ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✬
❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ r❡str✐❝ts t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥t
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ♦r ❡✛❡❝ts ✐♥ ♣❛rt✐❡s ♥♦t
❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞
❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ♦✇♥ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝❛❧❧②✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❝❤❛♣t❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② q✉❡st✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r
✐♥t❡♥❞s t♦ ❛✉❝t✐♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s ❛♠♦♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦♥❧②
❛❜♦✉t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❤❡ ❛❧s♦ ✇❛♥ts t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣✉❜❧✐❝
✇♦r❦❡rs✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✐ts ♦✇♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ❤♦✇
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s
s❡❝t♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ❤✐s ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡s♣❡❝t ❝♦♥tr❛❝ts✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❡ss❛②✱ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt② s❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ❛ ♣r✐✈❛t❡
✜r♠✱ ❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❜❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ t❤❡ s❛❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ r❡❣✉✲
❧❛t♦r ♠❛② r❛t❤❡r ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
✻
■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ s✉r♣❧✉s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✬s r❡❣✉❧❛t♦rs ♠❛② ❢❛❝❡ ❛ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ t♦ t❤♦s❡ ♠♦r❡ ✇✐❧❧✲
✐♥❣ t♦ ♣❛② ❢♦r ✐t✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤
♠✐❣❤t ❜❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✳✶ ❚❤✐s ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜②
r❡❣✉❧❛t♦rs ❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs✱ s✉❝❤ ❛s r❡s❡r✈❡❞
q✉❛♥t✐t✐❡s ✭s❡t✲❛s✐❞❡s ♦r s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s✮ ♦r ♣r✐❝❡ ❞✐s❝♦✉♥ts ✭❜✐❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠② ✇♦r❦
❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❢❛✈♦r✐♥❣ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡
♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❛✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭❱✐❝❦r❡② ♦r ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡✮✱ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ■
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t
❡❛❝❤ ❢♦r♠❛t ❛❞❛♣ts ❜❡tt❡r t♦ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❡ss❛② t❛❦❡s ❛s ❞❡♣❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣✱ ❜✐❞❞❡rs ❡♥❥♦②
♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇✐t❤❤♦❧❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞r✐✈✐♥❣ ✉♣ t❤❡✐r ♦✇♥
♣r✐❝❡✱ ❜✐❞❞❡rs r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t t❤❡② ❞❡♠❛♥❞✳ ▲❛r❣❡r ❜✐❞❞❡rs ❡♥❥♦② ❣r❡❛t❡r ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✱
❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇✐t❤❤♦❧❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞❡rs ❛❝t ❛s ♣r✐❝❡
t❛❦❡rs ❛♥❞ t❤✉s t❤❡s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡s✱ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡
❜✐❛s❡❞ ❛❣❛✐♥st ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❱✐❝❦r❡② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡
✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳
❆ ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡✳
▼② ✜rst ❡ss❛② ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥
❢♦r♠❛ts✳ ❆❢t❡r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✲
✐❝②♠❛❦❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✏❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✑✱ i.e.✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❛♥❞
✶❚❤✐s ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆❝t r✉❧✐♥❣
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢♦r ❙♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✵✾✭❥✮ ✭✸✮ ♦❢ t❤✐s ❆❝t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s ✏♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ■♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr✉♠✑✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✏❛✈♦✐❞✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s✑✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❯❑ r❡❣✉❧❛t♦r ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❖❋❈❖▼✱ ❤❛s t❛❦❡♥ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣
❡♥tr② ❛♥❞ ✏✭✳✳✳✮ t♦ ❣✉❛r❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❡r② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ♠♦❜✐❧❡ s♣❡❝tr✉♠✑✳ ❙❡❡ ❖❋❈❖▼ ✭✷✵✶✶✮✳
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❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❛ss✐❣♥s t♦ s✉r♣❧✉s ♠❛①✲
✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②
❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■❢ ♦♥❡ ❛♥❛❧②③❡s ❛❝t✉❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ♠② r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡
❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❜② r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♠♦♥❣ r❡❣✉❧❛t♦rs✬ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠②
r❡s✉❧ts✱ t❤✐s ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ♦♥❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳
●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s r❡✈❡❛❧s t♦ ❜❡ ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r r❡❣✉❧❛t♦rs✱ t❤❡ ✜rst
❡ss❛② ❣♦❡s ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ✇❛②
♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❣r♦✉♣ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛✛❡❝t ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱
❜✉t ✐s ♥♦t ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠② ✇♦r❦
❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❜✐❞❞❡rs✬ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❛s ❛ ✇❛② ♦❢
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜✐❞❞❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ s✐③❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞
♦❢ r❡❧②✐♥❣ ❥✉st ✐♥ ❣r♦✉♣ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❱✐❝❦r❡② ♦r ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣✱
t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❛❞❛♣t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✳ ▼② ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤
tr❛♥s❢❡rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❜✐❞❞❡rs✬
✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇✐t❤❤♦❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡ss❛② ♦❢ ♠② t❤❡s✐s ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❛❞♦♣t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s❄ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❛t t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r t❡♥❞s t♦ ❛❞♦♣t ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ❛r❡ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❧❡❛r✳
❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞
❝♦♥st✐t✉t❡ ❡q✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥❣s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
♣r♦❜❧❡♠✿ ❛ ✇♦r❦❡r ✇❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦✉t♣✉t y ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢r♦♠ v t♦ v¯ ✐❢ ❤❡
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♠❛❦❡s ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st c✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs v¯✱ v ❛♥❞ c ❛r❡
❡q✉❛❧ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✱ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ y ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳
❚❡①t❜♦♦❦ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t✱
❢♦r ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞✱ i.e. t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t✳✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦st ♦❢
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ✐♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r r✉♥ ❜② ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
✇❡❧❢❛r❡❄ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s ♣♦✐♥t❧❡ss✳ ❋✉♥❞✐♥❣ ❛
✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❛❜♦✉t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤✐❣❤❡r t❛①❡s✱ r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ ❞✐s♣♦s❛❜❧❡ r❡♥t✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s
❝♦st ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ t❛①
❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ♣✉r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧
✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡✐♥❣ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞
❛ss✉♠❡ t❛① ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✳✸ ■♥st❡❛❞✱ ■ ❢♦❧❧♦✇ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✶✾✾✽✮✱
❛♥❞ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦sts✳
■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❛❣❡♥ts✬ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❛❧❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
t❤❡ s❡❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✇♦r❦❡r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❤❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st c t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ✐♥ △v✳
■❞❡❛❧❧②✱ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❛❧s♦ ❧❡t t❤❡ ♠♦st
✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✜rst ♦❢
t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✇❛❣❡s ✭♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s✮ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐♥❣ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r②
✷■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✐t②✳
✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✇♦r❦ ♦♥ ♣r♦❝✉r❡♠❡♥t ❜② ▲❛✛♦♥t ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✽✻✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❞♦❧❧❛r s♣❡♥t
❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦sts s♦❝✐❡t② ✶✰λ✱ ✇✐t❤ λ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞❡❛❞✇❡✐❣❤t ❧♦ss ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❛① ❞✐st♦rt✐♦♥s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r ♠❛♥② ♣✉r♣♦s❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦st ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s
❝♦st ✐s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♠② ❛♥❛❧②s✐s✳
✾
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❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡✳ ◆♦t ♦♥❧② ❞♦ ❤✐❣❤❧② ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ♠❛② ❡♥❞ ✉♣ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❥♦❜s
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡✐r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡② ♠❛② ❢♦r❝❡ ❧♦✇ t❛❧❡♥t❡❞ ❛❣❡♥ts t♦ t❛❦❡
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✱
✜r♠s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r r❡❛s♦♥s ❢♦r ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❧♦✇ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❞♦ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠② ✇♦r❦
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ ✐ts s✐③❡✿ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♣✉s❤✐♥❣ ❛ ❧♦✇ t❛❧❡♥t ✇♦r❦❡r t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝❤♦s❡ t♦ ❡♠♣❧♦② t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇ t❛❧❡♥t ✇♦r❦❡rs t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥t♦ ❛ s♦rt ♦❢ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝②
❝✉rs❡✿ ❡✐t❤❡r ✐ts ✇♦r❦❡rs ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ❡✛♦rt✱ ♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳
❚❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦sts✳ ❇✉t ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
r❡❛s♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s
♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ❡ss❛② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t y t❤❛t ❥✉st✐✜❡s ✉s✐♥❣
✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts ✐s s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ✐♥ ❡✐t❤❡r s❡❝t♦r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❡ss❛② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐♥❣ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥
♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s s❡❝t♦r ❛r✐s❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❤❛③❛r❞s ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st
❖P❊❈ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❤✐st♦r② ❤❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡
❤✐❣❤❧② ✈♦❧❛t✐❧❡ ❛♥❞ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢t❡♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥s
t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ ♦✐❧ ♣r♦❥❡❝ts ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡s ❜② ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣
t❤❡♠ t♦ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✈♦❧❛t✐❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❣♦ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①tr❡♠❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛ss✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r♦✲❜✉s✐♥❡ss ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♠❛② r❡s♣❡❝t ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♥❛t✐♦♥s✱
♥❛t✐♦♥❛❧✐st ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❧❡t ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦rs ❝❛s❤ ❤✉❣❡ ♣r♦✜ts ✐♥ ❢❛✈♦r❛❜❧❡
♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ■ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st
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♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡s♣❡❝t ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡
✐♥✈❡st♦rs r❡❝♦✈❡r t❤❡✐r s✉♥❦ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥
❜② ♣r❡t❡♥❞✐♥❣ t❤❛t ❤❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳
❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❡ss❛② ✐s t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts
t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡✐r ♦✛❡rs ✐♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❛r✐s❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r✐s❦ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ s✐♥❝❡ ❤❡ ❡①♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❛t ❧❡❛st ✐♥ s♦♠❡
♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r✐s❦s ❧❡❛❞ ✐♥✈❡st♦rs t♦ ❛♣♣❧② ❤✐❣❤ ❞✐s❝♦✉♥ts t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛s❤✲✢♦✇s ✐♥
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠② ✇♦r❦ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
♣r❡♠✐✉♠ ♠❛② ❜❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts s✐③❡✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤✐s ❡ss❛② ✐s t❤❛t ❝♦♥t✐♥❣❡♥t t❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❜②
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r t②♣❡ ❢♦r ❛s ♠❛♥② st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr❛❝t r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❛ ✏❜♦♥✉s✑ t❤❛t ✐s ♦♥❧② ♣❛✐❞ ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤✳ ❋♦r ♠♦st ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ✐s ❤♦♥♦r❡❞ ❜② ❜♦t❤ t②♣❡s
♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ✐♥ ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦♥✉s ✐s ♣❛✐❞ ❛♥❞ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ❤❛s ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ♠② r❡s✉❧ts✱ ■ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♦rs ✐♥ t❤❡
s❡❝t♦r ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr②✳ ▼② ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡
✐♥ ❛ ♣♦❧✐t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡ ❝♦✉♥tr② ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡✳ ❆ s❛♠❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ♠❛② ❜❡
❥✉❞❣❡❞ ❛s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✐♥✈❡st♦rs ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr② ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
❝♦✉♥tr② ❢♦r ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝r❡❞✐❜❧❡✳ ❆ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐ts ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
✶✶
❈❤❛♣t❡r ✶
❚❤❡ ❋❛✐r ❙✐❞❡ ♦❢ ❯♥✐❢♦r♠ Pr✐❝❡ ❆✉❝t✐♦♥s
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛✉❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ❤❛✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ❢❛✈♦r s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ❊✐t❤❡r ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧
♦r ❡①✲♣♦st ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ♠❛② ❡①❝❡❡❞ s✐♠♣❧❡
❜✐❞❞❡rs✬ s✉r♣❧✉s ♦r r❡✈❡♥✉❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦r ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s✱ t❤✐s ✐ss✉❡
✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦t❤❡rs
❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❢❛✈♦r s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡✈✐❝❡s✱
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♦✛❡r ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
t♦ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r t❤❛t
❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❣✐✈❡s t♦ ❜✐❞❞❡rs✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ r❡str✐❝t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦
❱✐❝❦r❡② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t r♦❧❡ t♦ ♣❧❛② t❤❛♥
t❤❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ❝❛s❡ ❜✐❞❞❡rs ❡♥❥♦② s✉✣❝✐❡♥t ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✭✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✮✳
❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❛❧❡ ♦❢ s❤❛r❡s ♦❢ ❣♦♦❞s ♦r r✐❣❤ts ❛♠♦♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ❇♦t❤ ❣r♦✉♣s
♦❢ ❜✐❞❞❡rs ❤❛✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤❛r❡s ♣✉r❝❤❛s❡❞✱ ❜✉t ❞✉❡
t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❜✉②✱ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❛ ❣r❡❛t❡r
s❤❛r❡ t❤❛♥ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧ ♣r✐❝❡✳ ❇✐❞❞❡rs ❝♦♠♣❡t❡ ❜② s✉❜♠✐tt✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✶✷
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s s❡t ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ♦r ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ❜✉t ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
❚❤✐s ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤❡ ❯❙ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❆❝t r✉❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❢♦r s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ❯❙✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✵✾✭❥✮ ✭✸✮
♦❢ t❤✐s ❆❝t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s ✏♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✑✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✏❛✈♦✐❞✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s✑✳✶ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r
❤❛s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ ❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❤❡ ❤❛s ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❡❣❛❧✐t❛r✐❛♥
♦✉t❝♦♠❡s✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ ❣♦♦❞s t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❛♥ ✉s❡ ✏❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✑✳
❊✐t❤❡r ❤❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♦✛❡r ❛ ✜①❡❞ ❞✐s❝♦✉♥t ♣❡r ✉♥✐t t♦ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ✭❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✮✱ ♦r ❤❡
❝❛♥ ♦r❣❛♥✐③❡ s❡♣❛r❛t❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ✭s❡t✲❛s✐❞❡s✮✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤
❛♥❞ ✇❤❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ✉s❡✱ ❤❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ t✇♦ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts✿ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛♥❞ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❱✐❝❦r❡② ✭✶✾✻✶✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧
❛♥ ✏❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✑ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❛ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ✐❢ t❤❡s❡ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②✳
❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛✉❝t✐♦♥
♣♦❧✐❝✐❡s ❛❞❛♣t ❜❡tt❡r t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ❛ss✐❣♥s t♦ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛❧✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❢❛✈♦r✐♥❣ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs
❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ✜rst✲❜❡st q✉❛♥t✐t✐❡s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜✐❞❞❡r✬s ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐♥ ❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs t♦
♣✉r❝❤❛s❡ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t t❤❛t ❤❛s ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛♥❞
✶❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ t❤❡ ❲✐r❡❧❡ss ❚❡❧❡❣r❛♣❤② ❆❝t ♦❢ ✶✾✾✽ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛tt❡rs t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❣r❛♥t✐♥❣ ❧✐❝❡♥s❡s ❛s ✏t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✏♣r♦♠♦t✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s✑✳
✶✸
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❤❡ ✇❛♥ts
❜✐❞❞❡rs t♦ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥
❊✉r♦♣❡✱ s✉❝❤ ❛s ✹● ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ❛♥❞ ❆✉str✐❛ ❛❞♦♣t❡❞ ❱✐❝❦r❡② ♣r✐❝✐♥❣
r✉❧❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ❛s ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳✷ ■♥ t❤❡ ❯❙✱ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s
♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❛❞♦♣t ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❲❙✲✸
❛✉❝t✐♦♥✳✸ ❆s ❛ ❧❡✐t♠♦t✐❢✱ r❡❣✉❧❛t♦rs tr❡❛t❡❞ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛s s❡♣❛r❛t❡
✐ss✉❡s✳✹ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ❜② s❡♣❛r❛t❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❜② ✐ts❡❧❢ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞
❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳
❖✉r ✇♦r❦ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ✉♥✐✲
❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✭❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮✳ ■♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞❡rs ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❧❛r❣❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇✐t❤❤♦❧❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❞r✐✈✐♥❣ ✉♣ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r✐❝❡s✳ ❚r❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❡✇ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r ✇❡❧❢❛r❡ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢r♦♠ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱
❜✐❞❞❡rs ❛❝t ❛s ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞s ❡q✉❛❧ ♣r✐❝❡ t♦ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♣r♦✈❡
t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r ✇❡❧❢❛r❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥❛❧ ♦r ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♥❛t✉r❛❧ ❜✐❛s ❛❣❛✐♥st ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜✉t ②❡t ❛ss✐❣♥ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤♦s❡ ✈❛❧✉✐♥❣ ✐t t❤❡
✷❚❤❡ ❱✐❝❦r❡② ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛❧s♦ ❝♦r❡✲❛❞❥✉st♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s st✉❞✐❡❞ ❤❡r❡ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳
✸■♥ t❤❡ ❯❙ t❤❡ ❋❈❈ ❤❛s s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❞ ❜♦t❤ r❡s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❲❤✐❧❡
r❡s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❜❡♥❡✜ts s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❜✐❞❞❡rs✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜✐❞❞❡rs✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t✇♦ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐s
♥♦t ❢r✉✐t❢✉❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❋❈❈ ❤❛s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡s✱ ✐❢ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❝❧♦❝❦ ❛♥❞ ❙▼❘
❛✉❝t✐♦♥s ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❈r❛♠t♦♥ ✭✷✵✵✷✮✳
✹❈r❛♠t♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❞✐s❝✉ss ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✇✐t❤♦✉t ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳
❏❡❤✐❡❧ ❛♥❞ ▼♦❧❞♦✈❛♥✉ ✭✷✵✵✸✮ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❙❛❧❛♥t ✭✷✵✶✹✮✳
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❤✐❣❤ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜✐❞❞❡r ♠❛② r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t
❞❡♠❛♥❞❡❞ ❞r✐✈❡s ✉♣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ❡♥t✐r❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉♥✐t✳ ❙♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs
❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✭t❤❡② ❤❛✈❡ ❧❡ss ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢❛✈♦rs s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s
♦❝❝❛s✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❈r❛♠t♦♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✷✲✉♥✐ts ❝❛s❡✱ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉♥✐t ✭◆♦✉ss❛✐r✱ ✶✾✾✺❀ ❊♥❣❡❧❜r❡❝❤t✲❲✐❣❣❛♥s ❛♥❞ ❑❛❤♥✱ ✶✾✾✽✮✳
P❡r❤❛♣s t❤❡ ❝❧❡❛r❡st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✿
✏❯♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿ ✭✐✮ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠s❀ ✭✐✐✮ ✐t ✐s ❢❛✐r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡
✐s ♣❛✐❞ ❜② ❡✈❡r②♦♥❡❀ ✭✐✐✐✮ ❛❜s❡♥t ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ str❛t❡❣✐❝❛❧❧② s✐♠♣❧❡
✭✏②♦✉ ❥✉st ❜✐❞ ✇❤❛t ②♦✉ t❤✐♥❦ ✐t✬s ✇♦rt❤✑✮❀ ❛♥❞ ✭✐✈✮ t❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✉♥❞❡r
✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❢❛✈♦✉rs s♠❛❧❧❡r ❜✐❞❞❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
♠❛❞❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♣♦✐♥t t❤❛t ♠❛② ❞❡❝✐s✐✈❡❧② ❢❛✈♦✉r ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥
♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠❛r❦❡ts✑✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛s ♦✉t❝♦♠❡ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♦r t♦♦ s♠❛❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡ s✐❞❡✱ ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ♠♦st❧②
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ✉s❡ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❜✐❞❞❡rs
❜✐❛s s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t✇♦ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❛♣♣❡❛r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡
❢r❛♠❡✇♦r❦s✿ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ❛t ❛❧❧ ✭❱✐❝❦r❡②✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❣✐✈❡♥✳ ■❢ ♦♥❡ ✈✐❡✇s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ t❤✐s ♦♣t✐❝✱ ❢❛✈♦r✐♥❣
❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ s❡r✈❡ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡s✳
❆s ❛ ✜rst s❡t ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞
t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts✳ ❖✉r ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s
♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦
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s❡t✲❛s✐❞❡s✱ ❛s ❜✐❞❞❡rs ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❛❝r♦ss ❣r♦✉♣s✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❢❛✐r ♦✉t❝♦♠❡ ❣r♦✇✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r ♣r❡❢❡rs t♦ ✉s❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❧❛r❣❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s t♦
✉♥❡q✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s s❡t✲❛s✐❞❡s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞
✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s ❛❜♦✉t s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r♠❛t✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r ♦✉r ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ♦♥❧② ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ✉s❡
s❡❛t✲❛s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳
❆s ❛ s❡❝♦♥❞ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r t❤❛t ❜✐❞❞❡rs ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡ t❤❛t
❡♥❞♦❣❡♥✐③❡s t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛ ❜✐❞❞❡r ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❤✐s kth ✉♥✐t ❤❛s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts k−1 ♦t❤❡r ✉♥✐ts
✐♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ♠❛r❦❡t
♣♦✇❡r ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❇✉t ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
✐t ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❜✐❞❞❡rs✬ ❞❡♠❛♥❞ ❤❛s ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡r❡❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡✐r
✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥② ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳
❖✉r ✇♦r❦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✱ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐♦♥✳ ❙✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t✱ ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞
❝❛s❡✱ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭P❛✐ ❛♥❞ ❱♦❤r❛✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ✭❆t❤❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮✳ Pr❡✲❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥✐ts ❣♦♦❞s ✐s ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♠♦st❧②
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡①✲♣♦st ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❉❛♥❛ ❏r ❛♥❞ ❙♣✐❡r✱ ✶✾✾✹❀ ❏❡❤✐❡❧
❛♥❞ ▼♦❧❞♦✈❛♥✉✱ ✷✵✵✸❀ ❈r❛♠t♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡s t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✐♥ ❛ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞
❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤✐s ✇♦r❦ s❤❛r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛ts ♦❢
✶✻
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥✐ts ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳✺ ❲❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛②
t❤❛t ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧②
❛❜♦✉t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✭❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❜♦✉t ♥♦t
❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
❆ ❝♦♠♠♦♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✐s ✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ✜rst ♥♦t❡❞ ❜② ✭❲✐❧s♦♥✱ ✶✾✼✾✮✳ ❆s ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡
❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭❲❡r❡t❦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❱✐✈❡s✱ ✷✵✶✵✱ ✷✵✶✶❀ ❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ✐t
❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❑❧❡♠♣❡r❡r ❛♥❞ ▼❡②❡r
✭✶✾✽✾✮✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❛♠❡s ❣✐✈❡♥ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❞❡r✐✈❡s ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥❡r ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s ✜rst✲❜❡st
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡♠✳
✶✳✷ ❙❡t✉♣
❇✐❞❞❡rs ❆♥ ❛♠♦✉♥t Q ♦❢ ❛ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞ ✐s ❛✉❝t✐♦♥❡❞ ❛♠♦♥❣ n ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ m s♠❛❧❧
❜✐❞❞❡rs✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r i ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r θi ∈ {θs, θl} ✭❧❛r❣❡ ♦r s♠❛❧❧✮
❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r Θ ∈ {θs, θl}
n+m ✐s ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝r♦ss ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❛t ❡✈❡r② ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r✳
❇✐❞❞❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ✐♥ ♠♦♥❡② ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣♦♦❞s
♣✉r❝❤❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❣r♦ss ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛♠♦✉♥t qi ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜② ❛ ❜✐❞❞❡r i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
✺❋♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠❛r❦❡ts✱ s❡❡ ✈♦♥ ❞❡r ❋❡❤r ❛♥❞ ❍❛r❜♦r❞ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ❋❛❜r❛ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✻✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❡❛s✉r② ❛✉❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❍♦rt❛❝s✉ ❛♥❞ ▼❝❆❞❛♠s ✭✷✵✶✵✮✳ ❋♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①t
s✐♠✐❧❛r t♦ ♦✉rs ❜✉t ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞❡rs✱ s❡❡ ❲❡r❡t❦❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❑❛st❧ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ s✉❜♠✐tt✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❜✐❞ ♣♦✐♥ts✳
✶✼
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
Ui (qi, vi) = viqi −
b
2
(qi)
2
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r vi ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
G (v
i
| θi) ∼ [v (θi) , v (θi)]✳ ❇② ❛♥ ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ vi ❛s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥❞✐st✐♥❝t❧②✳ ❚❤❡ ♥❡t ✉t✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❜✐❞❞❡r ❣❡ts ❢r♦♠ ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐t② qi ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ Ti✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t t❤❛t ❤❡ ❤❛s t♦ ♠❛❦❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡✱ ❢r♦♠ Ui (qi, vi)✳
❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❝❧❛ss θi ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ vi ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧②
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♠♣❧②
t❤❛t s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s
❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛❧❧ V ar (vi | θs) = σs ❛♥❞ V ar (vi | θl) = σl✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❛✉❝t✐♦♥❡❞ Q ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡❞ s✉♣♣❧② ♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❜❡✐♥❣ ❛✉❝t✐♦♥❡❞✱ ❛s ✐♥
❑❧❡♠♣❡r❡r ❛♥❞ ▼❡②❡r ✭✶✾✽✾✮✳ ❇✐❞❞❡rs✬ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥
❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✳
❇✐❞❞❡rs ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t E (vi | θl) = E (vi | θs) + k✱ ✇❤❡r❡ k > 0✳ ❚❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡♥tr❛♥ts✱ ♣❡r❤❛♣s ❞✉❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❞✐s❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡✱ ❦♥♦✇✲❤♦✇ ♦r ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❝♦sts✱ ♦r ❛❧s♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇✐t❤ ❛ t✐❣❤t❡r ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r ❞✐✛❡r✲
❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦r
♣r✐❝❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ♦r s✉♣♣❧② ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❱✐✈❡s✱ ✷✵✶✵✮✱
✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤✐s ♥❡✈❡r ♦❝❝✉rs ✐♥
✶✽
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✻✼ ▲✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❜❡❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❝❡♣t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ s❧♦♣❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❛t ♥♦ ♣❧❛②❡r ❡①✐ts t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛② s♦✉♥❞ ❡①tr❡♠❡✱ ❡①✐t ✐♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s ✐s r❛r❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳✽ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜✐❞❞❡rs ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡♥tr②✱ ♦r ♥❡❛r ❡①✐t✳✾
❲❡❧❢❛r❡ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ♦r t❤❡ ✐♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ t♦t❛❧
s✉r♣❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ss✐❣♥s s♦♠❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t✲
❝♦♠❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛s♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ♠✐❣❤t ♥♦t ♣r❡❢❡r t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡
s♦❧❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ▲❛r❣❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐✲
t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤✐r❞ ♣❛rt✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥✳✶✵ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈❡r② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ♦r ❝❛♣❛❝✐t② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❞✈❡rs❡ ❡①✲♣♦st ♠❛r❦❡t ❡✛❡❝ts✱ ✶✶ ♦r ❡①❝❡ss✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
✻❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s t❤❛t ❜♦t❤ Qb+ (−1+m+ n)v (θs)− nv (θl)− (m− 1) v (θs) > 0
❛♥❞ Qb+(−1+m+n)v (θl)−m (v (θs) + k)−(n− 1) v (θl) > 0 ❤♦❧❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡s✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s t❤❛t bQ ≤ (nv (θs) +mv (θl))
min{m,n}−2
min{m,n}−1 ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ✐❢ b = 1✱ Q = 10✱ n = m = 3
❛♥❞ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [3, 4]✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs
✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [4, 5]✳
✼❚❤❡ ✇❛② ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ♠✐①❡❞✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t r❡str✐❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜✉t
✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❑❧❡♠♣❡r❡r ❛♥❞ ▼❡②❡r✱ ✶✾✽✾✮✳ ❱✐✈❡s
✭✷✵✶✶✮ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ▲❡✈✐♥ ❛♥❞ ❙❦r③②♣❛❝③ ✭✷✵✶✹✮ r❡str✐❝t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥
❛ ❢❛s❤✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❢♦♦t♥♦t❡ ✻✳
✽❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t r❡❣✐♦♥❛❧ ❧✐❝❡♥s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✹● ❛✉❝t✐♦♥s ❤❡❧❞ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✭✷✵✶✷✮✱ t❤❡
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ❆✉str✐❛ ✭✷✵✶✸✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❜✐❞❞❡rs✱ ✐t ✐s
✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❡①♣❡❝t ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ✇✐❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t t♦ ❡①✐t ❛✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ❧✐❝❡♥s❡s✱ ❡①✐t
❜② ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥❛❧ ❜✐❞❞❡rs ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❢♦r ❧❛r❣❡
❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ♣❧❛②❡rs✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤✐s ❡✐t❤❡r ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❡r② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥❛❧ ❜✐❞❞❡rs ❛s ❛t♦♠❧❡ss
♦r ❛s r❛♥❞♦♠ tr❛❞❡rs✳
✾■♥ t❤❡ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ❛✇❛r❞ ♦❢ t❤❡ ✽✵✵ ▼❍③ ❛♥❞ ✷✳✻ ●❍③ ❜❛♥❞s✱ ❖❋❈❖▼ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❜✐❞❞❡rs
♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♠❛❧❧ ♣❛❝❦❛❣❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳ ❙❡❡✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✻ t♦ ❖❋❈❖▼ ✭✷✵✶✶✮✳
✶✵❇♦r❡♥st❡✐♥ ✭✶✾✽✽✮ ❞✐s❝✉ss❡s ❤♦✇ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❧✐❝❡♥s❡ t♦ t❤❡ ❜✐❞❞❡r t❤❛t ✈❛❧✉❡s ✐t t❤❡ ♠♦st ❝❛♥ ❜❡
❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r ✇❡❧❢❛r❡✳
✶✶❍❛③❧❡tt ❛♥❞ ▼✉ñ♦③ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❢❛✈♦r❡❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋❛❜r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦❝✉r❡♠❡♥t ❛✉❝t✐♦♥s✱ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❤❛s ❛♥ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r✐❝❡s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡①✲♣♦st ✉s❡ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞✱
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♠❛r❦❡t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❜✐❞❞❡r ❜✉②✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♠❛② ❛✛❡❝t ♦t❤❡r ❜✐❞❞❡r✬s ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥s✉♠❡rs s✉r♣❧✉s✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ❛✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♦♥❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ ✈❡r② s✐♠♣❧✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛t ❛❧❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ❛✉❝t✐♦♥
❜✉t r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ♥♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡s ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳
✶✾
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♠❛② ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts✳✶✷ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❝♦♥s✉♠❡r ❣♦♦❞s✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♠❛② ❛r✐s❡ ♣✉r❡❧② ❢r♦♠ ✇❡❛❧t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
❋♦r ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s q ∈ Rn+m✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Q, ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ ✇❡❧❢❛r❡
♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ❛s✿
W = E
(
n+m∑
i=1
Ui (qi, vi)−
α
2
n+m∑
i=1
(
qi −
Q
m+ n
)2
| Θ
)
+ ϕ
✇❤❡r❡ E (· | Θ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s G (v
i
| θi)✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
t❤❛t ❜✐❞❞❡rs✬ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛s ✐♥ Θ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ α ∈ R+ ❛♥❞ ϕ ∈ R✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✉r♣❧✉s ♦❢ ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✲❝❛♣✐t❛ s✉♣♣❧② Q
m+n
✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❧♦ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥
❍❡r✜♥❞❛❤❧ ✐♥❞❡①✿
W = E
(
n+m∑
i=1
Ui (qi, vi)−
αˆ
2
HHI (q) | Θ
)
+ ϕˆ
✇❤❡r❡ HHI (q) =
∑n+m
i=1
(
qi
Q
)2
✱ αˆ = αQ2 ❛♥❞ ϕˆ = ϕ+ Q
2
m+n
✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❝♦✈❡r s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
r❡s✉❧ts ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✐s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ α ❝❛♥ ❜❡ r❡st❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ αˆ✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ❛✉❝t✐♦♥
♣♦❧✐❝✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ϕ ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r♦❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✵✳
✶✷❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠❛r❦❡t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❝❧❡❛♥❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st✱ s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❞ ❛♥❞ s♦❧❛r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
✷✵
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❆✉❝t✐♦♥ ❋♦r♠❛ts ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣♦♣✉❧❛r ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts t❤❛t ❞✐✛❡r ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡✐r ♣r✐❝✐♥❣
r✉❧❡s✿ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①❝❧✉❞❡ ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❢♦r♠❛t ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱
t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐t ♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ✜rst✲♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳✶✸
❇♦t❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡①✲❛♥t❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs s✉❜♠✐t ❞❡♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s ❛❧s♦
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ✐❢ ❜✐❞❞❡rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r ❜✐❞s ✐♥
r✐✈❛❧✬s str❛t❡❣✐❡s✳✶✹ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝❧✐♥❝❤✐♥❣ ❛✉❝t✐♦♥✱
❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆✉s✉❜❡❧ ✭✷✵✵✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧♦❝❦ ❛✉❝t✐♦♥✳
■♥ ❡✐t❤❡r ❢♦r♠❛t✱ ❜✐❞❞❡rs s✉❜♠✐t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s q : P → R✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s✱ t❤❛t st✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣♦♦❞ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣r✐❝❡✳ ❲❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❛❝t✐✈✐t② r✉❧❡ t❤❛t q (p) ≤ q (p′) ✐❢ p′ > p✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❞❡♠❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤
♣r✐❝❡✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r✐❝❡ p∗ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥∑n+m
i=1 qi (p) = Q ✐s ♠❡t✳
✶✺
❆✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❞✐✛❡r ✐♥ ❤♦✇ t❤✐s ♣r✐❝❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❜✐❞❞❡rs✬ ♣❛②♠❡♥ts✳ ■♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❜✐❞❞❡r ✇❤♦ ✐s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② q∗i s❤♦✉❧❞ ♣❛② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❡r q
∗
i × p
∗✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
✐♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ si (p) = Q −
∑
−i qj (p)
❛s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ❢❛❝❡❞ ❜② ❜✐❞❞❡r i ❛t ♣r✐❝❡ p✳ ❆❧s♦✱ ❞❡✜♥❡ pˆi ❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤
si (p) ≤ 0✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✾✼✾✮✱ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ♣❛②♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Ti = q
∗
i × p
∗ −
´ p∗
pˆ
si (p) dp✳
✶✸▲✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ♥♦♥✲❞✐✈✐s✐❜❧❡ s✐♥❣❧❡ ✉♥✐t ❜✐❞s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❜✐❞❞❡rs✱ s❡❡ ▼❛s❦✐♥ ❛♥❞ ❘✐❧❡② ✭✷✵✵✵✮✳ ❲❡r❡t❦❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢❛❝❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛②
❛s ②♦✉ ❜✐❞ ❛✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❜✐❞❞❡rs✳
✶✹▲❡✈✐♥ ❛♥❞ ❙❦r③②♣❛❝③ ✭✷✵✶✹✮ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❢♦r♠❛ts ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝♦♥t✐♥❣❡♥t
❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s ✐♥ r✐✈❛❧s str❛t❡❣✐❡s✳ ■❢ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❡✈❡♥ ❱✐❝❦r❡②
❛✉❝t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ s❡✈❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
✶✺●✐✈❡♥ t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ✐♥ ✐♥t❡r✐♦r ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡♠❛♥❞s✱
❡①❝❡ss ♦❢ s✉♣♣❧②✱ ❡t❝✱ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ r❡❛❞❡rs✬ ✇♦r❦ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳
✷✶
i qi (p)
si (p)
q∗i A B
A B
Q Qs Ql
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
s✉❝❤ t❤❛t Qs + Ql = Q✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t c✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ✐ts
s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣❡r ✉♥✐t ❞✐s❝♦✉♥t ♦r s✉❜s✐❞② ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s✱ ❣✐✈❡♥ q ✉♥✐ts ♣✉r❝❤❛s❡❞✱
t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② c× q✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❡①t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s
❛s ✏❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✑ ♦r ✏❢❛✈♦r✐♥❣✑ ❞❡✈✐❝❡s✳✶✼
❚✐♠✐♥❣ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ♦❜s❡r✈❡s Θ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✿ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ ❛ ❢❛✈♦r✐♥❣
❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❧❡✈❡❧✳
✷✳ ◆❛t✉r❡ ❞r❛✇s vi ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r✳
✸✳ ❇✐❞❞❡rs ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs vi✱ ❛♥❞ s✉❜♠✐t ❞❡♠❛♥❞
s❝❤❡❞✉❧❡s qi (p)✳
✹✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ♣❛②♦✛s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳
❙♦♠❡ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠✐♥❣✳ ■♥ st❛❣❡ ✶✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❤♦♦s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❜✉t
❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✉s❡✿ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t c ♦r t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Qs t❤❛t ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞
❢♦r s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t a ∈ {av, au} ✭❱✐❝❦r❡② ♦r ✉♥✐❢♦r♠✮ ❛♥❞ ❛
❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ d ∈ {c,Qs}✳
❆ ♣❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
q∗i (p, vi | d, a, θi) ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ❡❛❝❤ i ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②
❝❤♦✐❝❡ d∗, a∗✱ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t ❜✐❞❞❡r✬s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❜✐❞❞❡rs ❝❧❛ss❡s Θ✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜✐❞❞❡rs✬ ♣r✐♦r ❜❡❧✐❡❢s
✶✼❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s✿ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜✐♥❞✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠
❝❛♣s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s❡t✲❛s✐❞❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t❤❡ ❜✐♥❞✲
✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ s❡t✲❛s✐❞❡s s✉♣♣r❡ss t❤❡
✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s s✉♣♣r❡ss ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr❛❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❧❛r❣❡
❜✐❞❞❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦r ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡r✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ♦♥ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
✷✸
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❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ tr❡❛t ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ s✉❜✲❣❛♠❡
❛s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❛♠❡✳
✶✳✸ ❆✉❝t✐♦♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆♥❛❧②s✐s
❲❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✳ ❆s ✐t ✐s
st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ qi = γivi −
βip+ δi✳
✶✽ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② s♣❛❝❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r
t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣② ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❣✐✈❡♥ t❤❛t r✐✈❛❧s ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✳ ❆❧s♦✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛s ❱✐✈❡s ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ s②♠♠❡tr✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t
♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts
❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❣✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳
✶✳✸✳✶ ❇✐❞❞✐♥❣ ❈r❡❞✐ts
✶✳✸✳✶✳✶ ❱✐❝❦r❡② ❆✉❝t✐♦♥
■♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ tr✉t❤❢✉❧ ❜✐❞❞✐♥❣ ❛♣♣❧② t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✳ ❇✐❞❞❡rs ❛❝t ❛s ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡♠ t♦ s✉❜♠✐t ❛ ❞❡♠❛♥❞
s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡✐r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ q∗i (p, vi | c, av, θl) =
vi
b
− p
b
✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✱ t❤❡✐r ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ❋♦r t❤❡♠✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r st❛t❡ ❜② st❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t②✿
✶✽❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ♣r♦♣♦s❡ t❤✐s ❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♠❛r❣✐♥❛❧
❞❡♠❛♥❞s✳
✷✹
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vi − bqi = p− c.
❙♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❛❞❥✉st t❤❡✐r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s ❜② t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✇❛s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✿ q∗i (p, vi | c, av, θs) =
vi+c
b
− p
b
✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ❜✐❞❞✐♥❣ tr✉t❤❢✉❧❧② ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t②✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳ ■♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥❞✐r❡❝t
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
qi (av, c, θs) =
Q
(m+ n)
+
(
vi (n+m− 1)−
∑
−i vj + nc
)
b (m+ n)
qi (av, c, θl) =
Q
(m+ n)
+
(
vi (n+m− 1)−
∑
−i vj −mc
)
b (m+ n)
❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s qi (av, c, θs) ❛♥❞ qi (av, c, θl) ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r
✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ✐s ❱✐❝❦r❡② ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡
❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t c✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ ✐s
t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤✐♥ ❣r♦✉♣s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣♦♦❞s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳
✷✺
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
✶✳✸✳✶✳✷ ❯♥✐❢♦r♠ Pr✐❝❡ ❆✉❝t✐♦♥✿ ▲✐♥❡❛r ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
■♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞❡rs✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ str❛t❡❣✐❝✱ ❛s t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡
♣r✐❝❡ ♦❢ ❡✈❡r② ✉♥✐t ♣✉r❝❤❛s❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉♥✐t✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥
✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❜✉t ❡①t❡♥❞s ✐t t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳✶✾ ❲❡ ❧♦♦❦ ❛t ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs ♣❧❛② str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠
q∗i (p, vi | c, au, θi) = γivi − βip + δi✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ s✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs tr❛❞❡ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✉♣✇❛r❞ s❧♦♣♣❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ✇✐t❤
s❧♦♣❡ µi✿
✷✵
vi − bqi − µiqi + c = p.
▲❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❢❛❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t ❞✐s❝♦✉♥t✿
vi − bqi − µiqi = p.
❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ❢❛❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤
❜✐❞❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
∂p (qi, ·)
∂qi
= µi =
1∑
−i βi
. ✭✶✳✶✮
❆❣❛✐♥✱ ❤❡r❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❛❦❡s t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ❢❛❝❡❞ ❜②
❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♠❛② ♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ❜✐❞❞❡rs ✐♥
t❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞r✐✈❡♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■❢ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ✇♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❡①✲❛♥t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✶✾❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❱✐✈❡s ✭✷✵✶✶✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ s❡t✱ ❜✉t ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳
✷✵❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✳
✷✻
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❛❜♦✉t t❤❡ s❧♦♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t
✐♥t❡r✐♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡✈❛✐❧ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ vi✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦
✜♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿
βi = γi =
1
b
(m+ n− 2)
m+ n− 1
.
●r♦✉♣s ♦❢ ❜✐❞❞❡rs ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✬
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣② ✐s✿
δi = (c) βi
✇❤✐❧❡ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ✐♥t❡r❝❡♣t ✐s✿
δi = 0
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❜✐❞❞❡rs ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♣❧❛② s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ s❤❛❞❡ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞s✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳ ■♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛♥❞ n+m ≥ 3✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡
❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥❞✐r❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡✿
qi (au, c, θs) =
Q
(m+ n)
+
n+m− 2
n+m− 1
(
vi (n+m− 1)−
∑
−i vj + nc
)
b (m+ n)
qi (au, c, θl) =
Q
(m+ n)
+
n+m− 2
n+m− 1
(
vi (n+m− 1)−
∑
−i vj −mc
)
b (m+ n)
❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ♦❢ r✐✈❛❧s✱ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r
s♦❧✈❡s ✐ts st❛t❡✲❜②✲st❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ st❛t❡s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ✐❢ ❡✈❡r② ♣❧❛②❡r
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♣❧❛②s s✉❝❤ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣②✳
❖✉r ❛r❣✉♠❡♥ts st❛rts ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ p =
qi+
∑
−i γjvj+
∑
−i δj−Q∑
−i βj
✇❤❡♥ r✐✈❛❧s ♣❧❛②
❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✐♥t❡r✐♦r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡✱
❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ q (p)✳
❊❛❝❤ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡r s♦❧✈❡s✿
max
qi
Ui (qi)−
[
qi +
∑
−i γjvj +
∑
−i δj −Q∑
−i βj
− c
]
qi
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡❞ p =
qi+
∑
−i γj−Q∑
−i βj
✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ st❛t❡ ❜② st❛t❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
vi − bqi − µiqi + c = p
✇❤❡r❡ µi =
1∑
−i βj
✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❡ts t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
qi =
vi − p+ c
b+ µi
. ✭✶✳✷✮
❋♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡s ✭t❤r❡❡ ♦r ♠♦r❡ st❛t❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♣r✐❝❡s✮ ♦❢ r✐✈❛❧s✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣② t❤❛t ♠❡❡ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② βi = γi =
1
b+µi
✱ ❛♥❞
δi = βic✳ ❆♥ ❛♥❛❧♦❣ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs✿ βi = γi =
1
b+µi
❛♥❞ δi = 0✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ βi ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ n+m ❡q✉❛t✐♦♥s✿
βi =
1
b+ 1∑
−i βj
.
❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ❤❛s ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ r❡s✉❧t ✐♥
R+✿βi =
1
b
(m+n−2)
m+n−1
✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ m + n − 2 > 0✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ − (b+ 2µi) < 0✳
✷✽
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
▲❡♠♠❛ ✶✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ r❡str✐❝✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐❞❞❡rs ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧✐❡s t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦♥❧② ❡①✐sts ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜✐❞❞❡rs ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2 ✐♥ ♥✉♠❜❡r✳✷✶ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡
❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠❡♥t ♠✉❝❤ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝❡
❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❥✉st r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥t✐r❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✐t②✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ❤❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❧♦♣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r♦t❛t❡❞ ❡q✉❛❧❧② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡♠❛♥❞ ❝✉r✈❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❝❡♥t❡r❡❞
t♦✇❛r❞s t❤❡ q✉❛♥t✐t② Q
(m+n)
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ❆
♣r✐♦r✐✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❧❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♣t✐♠❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ r✐✈❛❧s✬ vi ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❖♥❝❡ t❤❡
vi ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s r❡♠❛✐♥ ❡①✲♣♦st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❜✐❞❞❡rs ❤❛❞ ♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ s✉❜♠✐tt✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡♠❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ❜✐❞❞❡rs ❝♦✉❧❞ ♣❧❛② ✇✐t❤ t❤❡✐r s❧♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r
✐♥t❡r❝❡♣t t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑❧❡♠♣❡r❡r ❛♥❞ ▼❡②❡r ✭✶✾✽✾✮✱ ❛♥❞
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r✳✷✷
✷✶❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❑②❧❡ ✭✶✾✽✾✮❀ ❱✐✈❡s ✭✷✵✶✶✱ ✷✵✶✵✮✳ ▼✐❧✲
❣r♦♠ ✭✷✵✵✹✮ ❤❛s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ✷ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ Q ❛♥❞ ❜✐❞❞❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳ ▼✐♥✐♠❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t Q ♦r r✐✈❛❧s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳
✷✷❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ ❜✐❞❞❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❡♣t t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t❝♦♠❡
❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❤✐s ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ r✐✈❛❧s✬ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡
❢r♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ▲❡✈✐♥ ❛♥❞ ❙❦r③②♣❛❝③ ✭✷✵✶✹✮✳
✷✾
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
✶✳✸✳✷ ❙❡t✲❆s✐❞❡s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ❢❛r ❧❡ss r✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ●✐✈❡♥ ❛ q✉❛♥t✐t② Qs r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧
❜✐❞❞❡rs✱ t❤❡ s❛❧❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs ❝♦♠♣❡t❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ r✐✈❛❧s ♦❢ t❤❡✐r
♦✇♥ ❝❧❛ss✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❜✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐✛❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
✐s ❱✐❝❦r❡② ♦r ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs
♣❧❛② s②♠♠❡tr✐❝ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❋♦r ❛ q✉❛♥t✐t② Qs r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r
s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛r❡✿
qi (Qs, av, θs) =
Qs
m
+
((
vi (m− 1)−
∑
−i vz
)
b (m)
)
✭✶✳✸✮
qi (Qs, av, θl) =
Q−Qs
n
+

(
vj (n− 1)−
∑
−j vz
)
b (n)
 ✭✶✳✹✮
✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② j✳ ❆s t❤❡
❜✐❞❞❡r✬s ❝❧❛ss❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❦✐♥❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s✱ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
qi (Qs, au, θs) =
Qs
m
+
m− 2
m− 1
((
vi (m− 1)−
∑
−i vz
)
b (m)
)
✭✶✳✺✮
qi (Qs, au, θl) =
Q−Qs
n
+
n− 2
n− 1

(
vj (n− 1)−
∑
−j vz
)
b (n)
 . ✭✶✳✻✮
❆❣❛✐♥✱ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
q✉❛♥t✐t② r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r✬s ❝❧❛ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ♦♥❧② ✐❢ m > 2 ❛♥❞ n > 2✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❛
✸✵
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✬ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
✶✳✹ P♦❧✐❝② ❈❤♦✐❝❡
❍❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✇✐t❤ ❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ a ∈ {av, au} ✭❱✐❝❦r❡② ♦r ✉♥✐❢♦r♠✮ ❛♥❞ ❛ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ d ∈ {c,Qs}✳
✶✳✹✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ ❇✐❞❞✐♥❣ ❈r❡❞✐ts
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs ❡❛r♥ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐t✳ ❚❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥❡r ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ c ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿
max
c
E
(
m+n∑
i=1
(
Ui (qi (a, c, θi) , vi)− α
(
qi (a, c, θi)−
Q
m+ n
)2)
| Θ
)
.
❚❤✐s ✐s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r ❝❧❛ss ✐♥ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ t❤❡
♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ■♥ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s✿ cv =
α
b+α
k✱ ✇❤❡r❡
k = (E (vi | θl)− E (vi | θs))✳ ■♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞❡rs ♣❧❛② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s✿ cu = cv −
b
(b+α)(m+n−2)
k✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ❇✐❞❞✐♥❣
❝r❡❞✐ts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❞❞❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥❡r ❛ss✐❣♥s t♦ t❤❡ ❢❛✐r♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ α✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
✸✶
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❛ ❱✐❝❦r❡② ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ cu < cv ❢♦r ❛♥② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤✐s r❡s✉❧t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❛t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣
✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ♠♦r❡ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs t❤❛♥ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥
❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡ss✐♦♥s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛
♣r✐♦r✐✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ cu ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ✇✐t❤ α→ 0✱ ✇♦✉❧❞ ✈✐❡✇
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ♣❡♥❛❧✐③❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs
t♦ ♦✛s❡t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳
✶✳✹✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❙❡t✲❆s✐❞❡s
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ❛♥❛❧♦❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r
s♦❧✈❡s✿
max
Qs
E
(
m+n∑
i=1
(
Ui (qi (a,Qs, θi) , vi)− α
(
qi (a,Qs, θi)−
Q
m+ n
)2)
| Θ
)
.
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡s ❛s r❡s✉❧t ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ Q∗s s♣❧✐tt✐♥❣ Q ✐♥ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❜❡ ❛✉❝t✐♦♥❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s Q∗s = m
Q
(m+n)
− nm
(m+n)(b+α)
(E (vi | θl)− E (vi | θs))
✐♥ ❜♦t❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝❤❡❝❦ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❞❞❡r✬s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿
∂E (·)
∂Qs
= E
(
vi −
Q∗s
m
(1 + α) | θs
)
− E
(
vj −
Q−Q∗s
n
(1 + α) | θl
)
= 0.
❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Q∗s✿
Q∗s = m
Q
m+ n
−
mn
(m+ n) (b+ α)
(E (vi | θl)− E (vi | θs)) .
✸✷
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿
∂2 (W (·) | Θ)
∂Q2s
= −
(m+ n)(b+ α)
mn
< 0.
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ Qs✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ Q∗s ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡r r❡❝❡✐✈❡s✱ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r ❜✐❞❞❡r
s✉♣♣❧② Q
(m+n)
✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❝♦✉♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ α✳ ❲❤❡♥ α → ∞✱ r❡✢❡❝t✐♥❣
❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ❝❛r❡s ❛❜♦✉t ❢❛✐r♥❡ss✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r ❜✐❞❞❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ ✇❤❡♥ α → 0 ✭♦r ❛ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ s♠❛❧❧
❜✐❞❞❡rs ❡①♣❡❝t✱ ❜❡❢♦r❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡✐r t②♣❡ vi✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳
❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡t✲❛s✐❞❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ♣r♦♠♦t❡s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❙❡t✲❛s✐❞❡s
s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs
✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✐♥tr❛❣r♦✉♣ ❛♥❞
✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❥♦❜ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳
✶✳✹✳✸ ❆✉❝t✐♦♥ P♦❧✐❝② ❈❤♦✐❝❡
❍❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦
❝❤❡❝❦ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ♦♥❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t
♦❜✈✐♦✉s ❛ ♣r✐♦r✐✱ s✐♥❝❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ♠❛② ♦✈❡r❝♦♠❡ str❛t❡❣✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢❛✈♦rs s♠❛❧❧
❜✐❞❞❡rs✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ❲❤❡♥ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐❞❞❡r ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss ♣♦❧✐❝✐❡s✳
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❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t E (qi (a, d
∗, θi) | Θ) ✐s ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥
❢♦r♠❛t ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞
❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✶✳✶✱ ✶✳✷ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✳✸✲✶✳✻✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡✿
E (qi (·, θs) | Θ) =
Q
m+ n
−
n (E (vi | θl)− E (vi | θs))
(m+ n) (b+ α)
,
E (qi (·, θl) | Θ) =
Q
m+ n
+
m (E (vi | θl)− E (vi | θs))
(m+ n) (b+ α)
.
▲❡♠♠❛ ✶✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ❢♦r ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ t❤❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ✐s
♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ▲♦♦❦✐♥❣ s♦❧❡❧② ❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡rr♦♥❡♦✉s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② t♦♦❧ t❤❛t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛ts ❞♦ ♥♦t ♠❛tt❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✇r♦♥❣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ❛✛❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡✲
s✐❣♥❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s ❛t ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s✳
◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤✐s ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ❛s ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❜✐❞❞❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ■❢ n > 2 ❛♥❞ m > 2✱ t❤❡r❡ ❡①✐st t❤r❡s❤♦❧❞s α (b,m, n) < α (b,m, n) s✉❝❤ t❤❛t✿
• ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ α ≤ α (b,m, n)✳
• ❯♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ α (b,m, n) ≤ α ≤ α (b,m, n)✳
• ❯♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t ❛s✐❞❡s ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ α ≥ α (b,m, n)✳
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▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦t❤❡r ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r✳ ❲❤❡♥ α ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ♣r❡❢❡rs ❛ ❱✐❝❦r❡②
❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡❞ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ α✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❤♦♦s❡s
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞✱
❜✉t ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ vi✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r✱ t❤❡♥ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①tr❡♠❡✱ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s
s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❆s ❤✐♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ❜✐❞❞❡r✬s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♣♣❧② ♣❡r ❜✐❞❞❡r✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜✐❞❞❡rs✬ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱
❜✐❞❞❡rs ❢❛❝❡ ❛ st❡❡♣❡r s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ✭❞✉❡ t♦ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡
❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✳ ❆ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❜✐❞❞❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r✐♠❛r② ❝♦♥❝❡r♥✳
❲❤❡♥ α ≤ α (b,m, n)✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❜✉t ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳
❲❤❡♥ α ≥ α (b,m, n)✱ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛② t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❣♦♦❞s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♣♦❧✲
✐❝②♠❛❦❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❡♥❛❧✐③❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ ❞❡❣r❡❡ s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦
❛✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞s s❡♣❛r❛t❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐❞❞❡rs✳ ❇② t❤❡s❡ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r
❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❛s❤❡s ❛✇❛② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs
❛r❡ ❛✇❛r❞❡❞ ❛ ❤✐❣❤ s❤❛r❡✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❣r♦✉♣ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s✱
✐♥tr❛❣r♦✉♣ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♣❡rs✐sts✳ ■t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♦♥❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡r ✐s ❛✇❛r❞❡❞ ❛ s❤❛r❡
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❜✐❞❞❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s✱ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥
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❝❤♦✐❝❡ ♣❧❛②s ❛❣❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✉s✐♥❣
s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♥❝❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ α
❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❞✐✛❡rs ❛❝r♦ss ❢♦r♠❛ts✳
Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❜❡✐♥❣ ❛ ❱✐❝❦r❡②
❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ α < α2✱ ❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ α < α5 = α (b,m, n)✱
❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t α2 > α5✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ✇❤② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ♥♦t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐❝❡✳ ❋♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠❛t✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛♥❞ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s ♦♣♣♦s✐t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢
α ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❱✐❝❦r❡② ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡✱ ✇❤✐❧❡
s❡t✲❛s✐❞❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✉s❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❛t t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛r❡ ♠❡t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲
❛s✐❞❡s ❤❛s t❤❡ ❤❛r❞❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡rs✳ ■♥
❝❛s❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♠❡t✱ ❞✐r❡❝t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✱ ♦r
❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ❝❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞✲❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r
❣r♦✉♣s✳✷✸ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ α✳ ❙♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜✐❞❞❡rs ❜② ❣r♦✉♣ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♦♣t✐♦♥ ♦❢
❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ✹● s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥ ❊✉r♦♣❡✳
✷✸■♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡
♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♣s✑✳ ❙❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✼✳
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✶✳✺ ❖♣t✐♠❛❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❛t ❝❧❡❛r ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡s✱ ❛♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜②
✐ts❡❧❢ ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣r♦✉♣ ❛✐❞ ♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣
❞❡✈✐❝❡s ♦✈❡rs❡❡s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ ✐t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✐t✐❡s
❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✇❤❛t ♠❛tt❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦❝❛t❡s
♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❜✐❞❞❡rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ②❡t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤♦s❡ ✇❤♦ ♠❛❦❡ ❧❛r❣❡
♣✉r❝❤❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈❡s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❣♦❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❛❞❛♣t
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r ✐❢ ❜✐❞❞❡rs ♣❧❛② s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✳✷✹
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❚❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿ qi =
Q
m+n
+
((m+n−1)vi−
∑
−i vj)
(m+n)(b+α)
✱∀i✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r ✇♦✉❧❞ s❡❧❡❝t ✐❢ ❤❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ vi✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✶ ✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✭♣✉r❡
❱✐❝❦r❡② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s Q
m+n
✱ ❛s ✐t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡♥❛❧t② t❤❛t t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ❛ss✐❣♥s
t♦ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r♦✉♣✲s♣❡❝✐✜❝ ❢❛✈♦r✐♥❣
❞❡✈✐❝❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst✲❜❡st✱ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥tr❛❣r♦✉♣
❞✐st♦rt✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✜rst✲
❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ α = 0 t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ✜rst✲❜❡st q✉❛♥t✐t② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠❛t
②✐❡❧❞s ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❤❡♥ α = b
−2+m+n
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
✷✹❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ②❡t ✐❢ t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ♣♦ss✐❜❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✸✼
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
❛✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜rst✲❜❡st✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡
❛✉❝t✐♦♥s ✐s ❥✉st ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ❜✐❞❞❡rs✳
❋♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ♦r t♦♦ s♠❛❧❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳ ❆s
❛ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❱✐❝❦r❡② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠
♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣✳ ■♥ s✉❝❤ ❛✉❝t✐♦♥✱ ❜✐❞❞❡rs ♣❛②♠❡♥t ❢♦r
❛ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ♣r✐❝❡ p∗ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿
Ti = qi × p
∗ − ρ
ˆ p∗
pˆ
si (p) dp,
✇✐t❤ ρ ≤ 1.
❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ♣❛②♠❡♥t ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱
ρ✱ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❞✐s❝♦✉♥t✳✷✺ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ρ = 1 t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❱✐❝❦r❡②
❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ρ = 0✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ♣❛②♠❡♥t
r✉❧❡ ❤❛s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡✈❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞
t❤❛t ✇❤❡♥ qi = 0✱ t❤❡ ♣❛②♠❡♥t ✐s ♥✉❧❧✳ ❚❤✐s ♣❛②♠❡♥t r✉❧❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❚❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts
t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❞✐s❝♦✉♥t ❜② ρ = 1− αn+m−1
b+α
✐❢ ❜✐❞❞❡rs ♣❧❛② t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❲❤❡♥ α = 0 t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡♥ α = b
−2+m+n
✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛
✶✳✷✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s s❧✐❣❤t❧② s✐♠♣❧❡r ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♣r♦✈❡❞ ②❡t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✇✐t❤♦✉t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ s②♠✲
✷✺❙❡❡ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
✸✽
❚❍❊ ❋❆■❘ ❙■❉❊ ❖❋ ❯◆■❋❖❘▼ P❘■❈❊ ❆❯❈❚■❖◆❙
♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❜✐❞❞❡rs t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t②✿
vi − bqi − µi (1− ρ) qi = p.
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛rs✱ si (p) = qi ❛♥❞
∂p
∂qi
= µi✳
■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐t ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡r t❤❛t✿ vi−p
b+µi(1−ρ)
= qi✳ ●✐✈❡♥ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ♦❢ r✐✈❛❧s
❛♥❞ t❤❡ ❛✣♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣② t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s β = γ = 1
b+µi(1−ρ)
❛♥❞ δ = 0✳ ■♥ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ βi = β✱ ❛♥❞ t❤✉s
µi = µ =
1
β(n+m−1)
✳ P✉tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t β = n+m−2+ρ
b(n+m−1)
✳
◆❡①t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
qi =
Q
m+ n
+
(m+ n− 2 + ρ)
b (n+m− 1)
(
(m+ n− 1)vi −
∑
−i vj
)
(m+ n)
.
❲❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✇❤❡♥ ρ = 1 − αn+m−1
b+α
t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst✲❜❡st q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ −b− α < 0✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ρ = 1− αn+m−1
b+α
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜rst✲
❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡s✐❣♥❡r t♦
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣ ❞❡s✐r❡❞✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❜✐❞❞❡rs ❡①♣❡❝t❡❞
❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠❛t ❧✐♥❦s q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳✷✻
✷✻■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ ♣❡♥❛❧t② t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❱✐❝❦r❡② ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡✳ ❙✉❝❤ ♣❡♥❛❧t② ❤❛s s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ♦♥ ❜✐❞ s❤❛❞✐♥❣
❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ❜② ❜✐❞❞❡rs✿ ❧❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❝❛♥
s♣❧✐t ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s✳ ❚❤✐s ❝r✐t✐❝ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❜✐❞❞✐♥❣
❝r❡❞✐ts✳
✸✾
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✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❧❡❛r ♣♦❧✐❝② ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t✱ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡ss♦♥
✐s t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ❜❡st
❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡ss♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥
❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✮ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❜② ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♥♦t ♦♥❧②
❛❜♦✉t s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❜♦✉t ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ t♦♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❇✐♥❞✐♥❣ s❡t✲
❛s✐❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r
t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛
❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❞❥✉st ❜❡tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛r♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❛✉❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇
❢♦r ♦✉t❝♦♠❡s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❜✐❞❞❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ♣✉ts t♦ s✉r♣❧✉s ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡
♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥
s♣❡❝tr✉♠ ❛✉❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦✉t❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❛❥♦r
❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡❣✉❧❛t♦rs✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❧❡ss♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜✐❞❞❡r✬s ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s ❞❡s❡r✈❡s ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥
✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❋✐rst ❜❡❝❛✉s❡ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐t✱ ❜✉t ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✬s ❛s②♠♠❡✲
tr✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❱✐❝❦r❡② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❛②♠❡♥ts✱
❛ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣♦✇❡r ✐t ❣✐✈❡s t♦ ❜✐❞❞❡rs✳ ■♥ ♦✉r
s❡tt✐♥❣✱ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✳
▼♦st ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤✐s ✇♦r❦ ❣❛✈❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t st✉❞✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✲✉♥✐t ❛✉❝t✐♦♥s✱ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
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❉✐s❝r❡t❡♥❡ss ♦❢t❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❝❛s❡ ❜② ❝❛s❡ ✇❛②✳ ■❢
t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧②
❛♣♣❧✐❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡r t♦ ♣r❡❢❡r ♦t❤❡r
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡
r❡s❡❛r❝❤ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ❲❡ ✜♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝
r❡s✉❧ts ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❡①✲♣♦st ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❛r❦❡t✱ ❛s ✐♥ ❏❡❤✐❡❧ ❛♥❞ ▼♦❧❞♦✈❛♥✉ ✭✷✵✵✵✮ ❜✉t
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦r ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✉♥✐ts✳ ■♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣✱ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
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P❛✐✱ ▼✳ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ ❱♦❤r❛ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❢❛✐r♥❡ss ❝♦♥❝❡r♥s✿ ❙✉❜s✐❞✐❡s ✈s✳ s❡t✲❛s✐❞❡s✳
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ P❛♣❡r✱ ❈❡♥t❡r ❢♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ▼❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✳
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❱✐❝❦r❡②✱ ❲✳ ✭✶✾✻✶✱ ✵✸✮✳ ❈♦✉♥t❡rs♣❡❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❆✉❝t✐♦♥s✱ ❆♥❞ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❙❡❛❧❡❞ ❚❡♥❞❡rs✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡ ✶✻ ✭✶✮✱ ✽✕✸✼✳
❱✐✈❡s✱ ❳✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆ss❡t ❛✉❝t✐♦♥s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✽ ✭✷✲✸✮✱ ✹✻✼✕✹✼✼✳
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r✐❝❛ ✼✾ ✭✻✮✱ ✶✾✶✾✕✶✾✻✻✳
✈♦♥ ❞❡r ❋❡❤r✱ ◆✳✲❍✳ ▼✳ ❛♥❞ ❉✳ ❍❛r❜♦r❞ ✭✶✾✾✸✱ ▼❛②✮✳ ❙♣♦t ▼❛r❦❡t ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯❑
❊❧❡❝tr✐❝✐t② ■♥❞✉str②✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✵✸ ✭✹✶✽✮✱ ✺✸✶✕✹✻✳
❲❡r❡t❦❛✱ ▼✳✱ ▼✳ P②❝✐❛✱ ❛♥❞ ▼✳ ❘♦st❡❦ ✭✷✵✵✾✮✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ✷✵✵✾ ▼❡❡t✐♥❣
P❛♣❡rs ✶✷✷✻✱ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s✳
❲✐❧s♦♥✱ ❘✳ ✭✶✾✼✾✱ ◆♦✈❡♠❜❡r✮✳ ❆✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❙❤❛r❡s✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✾✸ ✭✹✮✱
✻✼✺✕✽✾✳
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❈❤❛♣t❡r ✷
■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ❚❤❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
❚❛❧❡♥ts
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
■t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s t❤❛t ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❞✐❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ✐♥❝❡♥✲
t✐✈✐③✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛♥❛❣❡rs ❤❛✈❡ t♦ r❡❧② ♦♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❡✛♦rt✳ Pr♦♣❡rt② r✐❣❤ts
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐❧✉t❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛♥❞ ✜r♠s t♦
❛❞♦♣t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s✐♠✐❧❛r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r t❤❡♦r② r❡❧❛t❡s t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳
❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ♥❡❡❞ t♦
❛ttr❛❝t r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ✇♦r❦❡rs t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ ✇♦r❦❡rs✬ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt✱ ♦♥❧②
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✬s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t✳ ❆❣❡♥ts✬ ❧✐♠✐t❡❞
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❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r❝❡s ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt✳ ❙t❛♥❞❛r❞
♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡❛❞s ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ♣❡r s❡ ❝♦st❧② ❢♦r ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛② ❛ttr❛❝t t♦♦ ♠❛♥② ✇♦r❦❡rs t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ t❤❡r❡❜② ❧♦s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❚❤✐s tr❛❞❡♦✛ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t t❤r❡s❤♦❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✇♦r❦❡rs✳
❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✐s
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②
✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ♦✉t♣✉t ♦✛s❡ts t❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ❛♥❞ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢
❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛❣❡s ✐s ♥♦t ♣❡r s❡ ❝♦st❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠❡r❡ tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ♥♦ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ♣❛② ❤✐❣❤ ✇❛❣❡s ❡✐t❤❡r ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉♥❞❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ r❡❛s♦♥s✱ ♦r ✐❢ t❤♦s❡ ✇❛❣❡s ❛ttr❛❝t
❛❣❡♥ts ✇❤♦s❡ ❤✐❣❤ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ ❆s ✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉
❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✶✾✾✽✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✉s❡s ❛ ♥♦♥ ❞✐st♦rt✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② t❛① s❝❤❡♠❡ ✭❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛① s❝❤❡♠❡s✳ ▼✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts
✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ❛ s♦❝✐❛❧ ❝♦st ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✐rst✱ ❛ ✇♦r❦❡r
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠♦r❡ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉st✐❢② ❛✛♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦
tr✐❣❣❡r ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥
♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡rs ✐s ♥♦t ♦♥❧② r✉❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳
❖✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛♥ ✏✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❝✉rs❡✑✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ♣✉❜❧✐❝
❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s✐③❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐s✲
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ t❤❡ s♦❝✐❡t② ✐s
❜❡tt❡r ♦✛ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳
❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❢❛❝❡✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✹✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡s✉❧ts
r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛②♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❛t ♦❢t❡♥ ❜✉r❡❛✉❝r❛ts✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❤❛r❞❡r
t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❉✐①✐t ✭✶✾✾✼✮ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼❛rt✐♠♦rt ✭✶✾✾✻✱ ✷✵✵✻✮✳ P✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡rs t❡♥❞ t♦
s❡r✈❡ ♠♦r❡ ♠❛st❡rs t❤❛♥ ♣r✐✈❛t❡ ♦♥❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❧✐✈✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✳ ▲❛❝❦ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛st❡rs ♠❛②
r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s t♦ ✇r✐t✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts
✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❝❛♣t✉r❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✹✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♥♦✐s②
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛② ♣r♦♠♦t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠❡♠❜❡rs ♦❢
❛♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ▲❛✛♦♥t ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✸✮ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❛t s✉❝❤ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❜✉r❡❛✉❝r❛ts ✉s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❖♥
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❇❡s❧❡② ❛♥❞ ●❤❛t❛❦ ✭✷✵✵✺✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡
♠✐ss✐♦♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦✜t ♦r✐❡♥t❡❞ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳
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❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s s❡❡♠ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❢♦r ♥✉♠❡r♦✉s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡
♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❢❛❝❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♥t❡r❛r❣✉♠❡♥t ❡①♣♦s❡❞ ❜② ❉❡ ❋r❛❥❛ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆❜str❛❝t✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥✲
❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t ❡✣❝✐❡♥❝② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦✇❛r❞s ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❣❡♥ts t❤❛♥ ❛ ♣r♦✜t
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✜r♠✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ ✜r♠s ✇✐❧❧ ♦♥❧② s❡❡❦ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥✲
♠❡♥t ❤❛s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ✐ts ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ■❢ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❤❡❧❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡❝❛♠❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s t❤❛t
♠❛❦❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❧❡ss ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛♥ t❤❡
♣r♦✲❡✣❝✐❡♥❝② ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳
❖✉r ✇♦r❦ s❤❛r❡s ✇✐t❤ ❈♦r♥❡♦ ❛♥❞ ❘♦❜ ✭✷✵✵✸✮ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦♥ r❡t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ❛
✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❧♦✇❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛♥ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✐♥st✐t✉t✐♦♥
♦♥❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❢❛❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❞♦
♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ♠♦r❛❧
❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts r❡q✉✐r❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡
♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
s❡❝t♦r✳ ❆ ❦❡② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦✉r t❤❡♦r② ✐s t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❧❛②s ✐♥ s♦rt✐♥❣ t❛❧❡♥ts
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❝♦♥♦♠②✳
❖✉r ✇♦r❦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❲❡✐ss ✭✶✾✽✵✮✳
❲❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❛t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❛♥❞
♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛✈✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ ❛♥❞ t❛❧❡♥ts ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s r❛t❤❡r t❤❛♥
❥✉st ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❉❡❧❢❣❛❛✉✇ ❛♥❞ ❉✉r ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤♦
❛r❣✉❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❛❧❡♥t❡❞ ♠❛♥❛❣❡rs t❡♥❞ t♦ s❡❧❢ s❡❧❡❝t ✐♥t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❲❡ ❞❡♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡✐r
✇♦r❦ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝ts ♦♥ ✇♦r❦❡rs ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
✇♦r❦❡rs ❡❛r♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳
❆ ❝❡♥tr❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✶✾✾✽✱ ✷✵✵✵✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♠✐s✲
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❛ ❝❛✉s❡ ❢♦r ❝♦rr✉♣t✐♦♥ t♦ ❡①✐st ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✱
❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s s❡r✈❡ t♦ ✜❣❤t ❝♦rr✉♣t✐♦♥✳ ❆ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t tr②✐♥❣ t♦ ✜❣❤t ❝♦rr✉♣t✐♦♥ t♦♦ ❤❛r❞ ♠❛②
❛ttr❛❝t t♦♦ ♠❛♥② t❛❧❡♥ts t♦ ❛ t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❞❡♣❧♦② ❛❧❧ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❖✉r
✇♦r❦ s❤❛r❡s ✇✐t❤ t❤❡♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ t❛❧❡♥t ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ t❤❛♥
✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞
t♦ ❏❛✐♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✉❞ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤♦ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✇❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ❜❡✐♥❣
❛ss✉♠❡❞✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢
♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t
♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s
t❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦❧✐❝② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r
t❤❡♦r②✳
✷✳✷ ▼♦❞❡❧
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❛❝t♦rs ✐♥ ❛ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✿ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❧❛r❣❡ ✜r♠s✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡
✇♦r❦❡rs ♦r s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❣♦♦❞s✱ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❛ ♣✉r❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❡♥t✐t② t❤❛t ❡♠♣❧♦②s ❛❣❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
❢✉♥❞❡❞ ❜② t❛①❡s✳ ❋✐r♠s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♠♣❧♦② ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦✇♥ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜♦♦st
❛❣❡♥ts✬ t❛❧❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❛❣❡♥ts ♦r❞❡r❡❞
❜② t❤❡✐r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t a✱ ✇❤❡r❡ a ∈ A : [0, a¯] ❛♥❞ ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s
t❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ✐♥♥♦✈❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞✳ ❆❣❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ♦r ✇♦r❦❡rs ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ♦r ♣r✐✈❛t❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✳
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❘✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❛❣❡♥ts ❞❡r✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞
❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤✳ ❆❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ g
❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥s✉♠❡ ❢r♦♠ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❛❣❡s t❤❡② r❡❝❡✐✈❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❛r❜✐tr❛r② s❤❛r❡s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s t❤❡② ❤♦❧❞ s (a)✱ t❤❡✐r s❡❧❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧
✇❡❛❧t❤ t❤❡② ❤♦❧❞ x (a)✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❛①❡s
t❤❡② ♣❛②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❞✐r❡❝t ❞✐s✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ♠❛❦✐♥❣ ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
✉t✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❊✈❡r② tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ s♦❝✐❛❧ s✉r♣❧✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✉t✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝ts ❛ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛① ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡✈❡r②
❛❣❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ x (a)✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r ❛❣❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛①❡s t✳
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❊✈❡r② ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛♥❞ ✉s❡ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t
❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ a ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠✱
t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✿
f : A → R✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s f (0) = 0✱ f ′ (a) > 0✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t
t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡✐r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✇♥s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ fg ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r ✐t ❡♠♣❧♦②s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ♦❢
t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r♦❞✉❝❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ♥♦ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t t♦ ♣r♦❞✉❝❡✳ ✶❆♥♦t❤❡r
✇❛② ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥♦♥
♣r♦❣r❡ss✐✈❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❇❛✉♠♦❧ ✭✶✾✻✼✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡❝t♦r✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② r✉❧❡❞ ❜② t❤❡
✶◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❡s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② s❦✐❧❧✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞
✐♥t❡r♣r❡t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛s ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♠❛r❦❡t ❢♦r s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs t❤❛t ✐s ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✉♥s❦✐❧❧❡❞
✇♦r❦❡rs✱ ♣❡r❤❛♣s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❦✐❧❧s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦r s❝r❡❡♥❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
r❡q✉✐r❡s s❦✐❧❧❡❞ ✇♦r❦❡rs ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣✉t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t✳
✺✵
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✐t ❡♠♣❧♦②❡s✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ♠❛② ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r✱ t❤❡ ♣✉r❡ ♣✉❜❧✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉♥♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐ts ✉s❡✳ ◆♦ ❛❣❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡
✇✐❧❧✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ❢♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✉♠❡ ❢♦r ❢r❡❡✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❊✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡r✱ e ∈ {0, 1}✳ ■❢ t❤❡ ❛❣❡♥t s❤✐r❦s ✭e = 0)✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② v ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■❢ ❤❡ ♠❛❦❡s ❛ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❡✛♦rt ✭e = 1✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st c✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦✉t♣✉t ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ v = v+△v✱ ✇✐t❤ △v > 0✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡①t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v : {0, 1} → {v, v}✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❤♦♦s✐♥❣ e = 1 ❡①♣❡❝ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ va
❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ vf (a) ✐❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ ❛♥❞ vfg ✐❢ ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❢❛❝❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t ❤✐s ♦✇♥ ♦✉t♣✉t✱ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t ✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt✳✷
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✳ fg >
c
∆v
✱ a > c
∆v
✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶ st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❜♦t❤ ✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱
❛t ❧❡❛st ❢♦r s♦♠❡ ❛❣❡♥ts✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✳ f (a) > a✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts t❛❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t st❛t❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ t❤❛♥ ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳✸
✷❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠❡❡t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳
✸❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦❡r f (a) > a ✇❤❡♥ a < c
∆v
✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
✈❡r② ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs t❤❛♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✜r♠✳ ▼♦st
✺✶
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✸✳ f
(
c
∆v
)
> fg✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✸ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❤✐❣❤ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡
❣♦♦❞s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ t❤❛t a > fg✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s
✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❆❣❡♥t✬s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛ttr❛❝t
❛❣❡♥ts ❜② ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡♠ ❛ ✇♦r❦ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ✐s s✐❣♥❡❞ ❡①✲❛♥t❡ ❜✉t ❝❛♥ st✐♣✉❧❛t❡ ❡①✲♣♦st ♦r ❝♦♥✲
t✐♥❣❡♥t ♣❛②♦✛s✳ ❆ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❛ ✇❛❣❡ wg : {0, fg} → R✱ ❛♥❞ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❛ ✇❛❣❡
s❝❤❡❞✉❧❡ wf : {0, f [A]} → R✱ ✇❤❡r❡ f [A] ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ❙❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛r❡
♦✇♥❡rs ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ✇❛❣❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡①t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❛❣❡♥ts t❤❛t ❛❝❝❡♣t ❥♦❜s ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❛s ✏❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts✑ ♦r ✏♣✉❜❧✐❝ ❡♠♣❧♦②❡❡s✑✳
❆♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ a = z ✇♦r❦✐♥❣ ❛s ❡♠♣❧♦②❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r i ∈ {g, f} r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥✿
u (z) = E (wi (·) | e)− ce+ s (z) Π (F ) + x (z) + g − t.
❲❤❡r❡❛s✱ ✐❢ ❤❡ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉t✐❧✐t②✿
u (z) = v (e) z − ce+ s (z) Π (F ) + x (z) + g − t.
❈❛❧❧ F t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✱ ❛♥❞ G t❤❡ s✉❜s❡t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ Π(F ) =
´
F
(v (e∗ (a)) f (a)− E (wi (·) | e (a)
∗)) da ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ g = 1
a
´
G
v (e∗ (a)) fgda r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
e∗ (a) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✛♦rt ♠❛❞❡ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❛❧❡♥t a✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❛❧❡♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛r❞❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ❊❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳
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❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t
´
A
s (a) da = 1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s❤❛r❡s r❡♣r❡s❡♥t s♣❧✐ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r
♣r♦✜ts✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞
❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✉♠❡s ❛♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞
❣✐✈❡♥ ❜② ❤✐s s❡❧❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❤✐s ✇❛❣❡✱ t❤❡ s❤❛r❡s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠ ♣r♦✜ts ❤❡ ❤♦❧❞s ♠✐♥✉s t❤❡ t❛①❡s
❤❡ ♣❛②s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❝♦♥s✉♠❡s
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳
❚✐♠✐♥❣ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✛❡rs ❛ ✇❛❣❡ wg (·) ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s ❛ s✐③❡ n✳
✷✳ ❊❛❝❤ ✇♦r❦❡r ♦❜s❡r✈❡s ❤✐s t❛❧❡♥t a✱ t❤❡ ♦✛❡r ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❥♦❜✱
♦r ✇❛✐t ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♦✛❡r✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①❝❡ss ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜s✱ ❡✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❤❛s ❡q✉❛❧ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❡❞✳
✸✳ ❋✐r♠s ♦✛❡r ❛ ✇❛❣❡ wf (·) t♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳
✹✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✇♦r❦ ❢♦r ✜r♠s ♦r t♦ ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳
✺✳ ❆❣❡♥ts ✉♥❞❡rt❛❦❡ ❛ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥ e✳
✻✳ P❛②♦✛s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳
❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ❞❡s❡r✈❡s s♦♠❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r✬s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥♦❜
s✉♣♣❧✐❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤✐s ❜r✐♥❣s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣
♣♦✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣❡r s❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐ss✉❡ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦t❤❡r ✐♥s✐❣❤ts✳ ❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ✇❡ ❝❤♦s❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✜r♠s ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❥♦❜ ♦✛❡rs t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✇♦r❦❡rs✱ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧
❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡rs ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✇♦r❦❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t
✐♥ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ♣❛✐❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✱ ❛s ✐♥ ❲❡✐ss ✭✶✾✽✵✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
t✐♠✐♥❣s ❝♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t✐♠✐♥❣
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✜r♠s ♠❛❦❡ ❥♦❜ ♦✛❡rs s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❛♥❞ ♦♥❧②
❛❢t❡r t❤❛t ❛❣❡♥ts ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡r❡ t♦ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s t✐♠✐♥❣ ❝♦✉❧❞ tr✐❣❣❡r ❛ ✇❛❣❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ✜r♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t s♦♠❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣
♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✜r♠s ✐ts❡❧❢✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❡t❡ ❢♦r t❛❧❡♥ts t♦♦ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s❡❝t♦r
❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜② ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❏❛✐♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✉❞ ✭✷✵✶✹✮
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛❣❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❝♦♥♦♠②✳
❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡ e∗ ♦♣t✐♠❛❧❧②
❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠❡ ✭✇❛❣❡ ♦r s❡❧❢✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮✱ ✜r♠s ❛r❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❡rs✱ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❛① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳
✷✳✸ ❋✐rst ❇❡st ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦✉❧❞ ❛tt❛✐♥ ✐❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧
♣❧❛♥♥❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡✛♦rt t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❞♦✐♥❣✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t S
❛♥❞ F ❛r❡ t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ A t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❣❡♥ts ✇♦r❦✐♥❣ ❛s s❡❧❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ❛s ❡♠♣❧♦②❡❡s ✐♥ ♣r✐✈❛t❡
✜r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t n ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❣❡♥ts ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
ˆ
A
u (a) da =
ˆ
F
(v (e (f (a))) f (a)− ce (f (a))) da+
ˆ
S
(v (e (a)) a− ce (a)) da+n (v (e (fg)) fg − ce (fg)) .
✺✹
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❚❛①❡s✱ ✇❛❣❡s✱ ♣r♦✜ts ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❛❞❞❡❞ ✉♣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♥❡t ♦❢ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠②✱ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
✜①✐♥❣ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ y✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ✐ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✱ ♣r✐✈❛t❡
✜r♠s ♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t❤❛t ❛❣❡♥ts ♠❛❦❡ ❛♥ ❡✛♦rt ✐❢✿
∆vy ≥ c
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s ❜❡❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣❧❛♥♥❡r ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t❛❧❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✳ ❆❣❡♥ts ✇✐t❤ a ≤ nfb ✇❤❡r❡ nfb = f−1 (fg) ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱
✷✳ ❆❣❡♥ts ✇✐t❤ a > nfb ✇♦r❦ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥ts ❝❤♦♦s❡s e = 1✳
Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✱
s✐♥❝❡ f (a) > a✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t
❢r♦♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠ ❧♦✇❡st ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛s ❧♦♥❣ ❛s f (a) <
fg✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ f (a) ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ f (a) ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts a
s✉❝❤ t❤❛t f (a) = fg✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ n
fb✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r f (a) ≥ fg✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t fg ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉st✐❢② e = 1✱ s✐♥❝❡ fg ≥
c
△v
✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ✐♠♣❧②
t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❛t e = 1 ❢♦r ❡✈❡r② ❛❣❡♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ✇♦✉❧❞
❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❧❡ss ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡✐r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t✳ ❖♥❧② ❛❣❡♥ts s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡
✺✺
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧
t❛❧❡♥t s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r s✉r❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡
♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✜r♠ ❛♥❞ ♥♦ ❛❣❡♥t ❡♥❞s ✉♣ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞✳ ✹
❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❛❧❧♦❝❛t❡s ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❣❡♥t✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❛❜❧❡
✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r s❡ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✿ fg✳ ●✐✈❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✱
t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉st✐❢② e = 1 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❡✛♦rt ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❆ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❛❧❡♥t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ e = 1✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ a < f−1
(
c
△v
)
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✳ ■❢ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② ❡♠♣❧♦②❡rs✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡rs ❝❛♥ ♦✛❡r ✇❛❣❡ s❝❤❡♠❡s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ t❤❡
❡✛♦rt✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥② ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ♠❡❡ts E (wg | e = 1) = n
fb+ c ❛♥❞
t❤❛t ♣❡♥❛❧✐③❡s ❧♦✇ ❡✛♦rt s✉❝❤ t❤❛t E (wg | e = 0) < n
fb ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ttr❛❝t ♦♥❧② nfb ❛❣❡♥ts ❛♥❞
♠❛❦❡ t❤❡♠ ❞♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡♥ts t♦ ✇♦r❦❡rs ❡✐t❤❡r✳ ■♥ st❛❣❡ ✸✱ ✜r♠s ♣r♦✜ts✬ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❡❡t✐♥❣
E (wf (f (a)) | e = 1) = a + c ✐❢ a > f
−1
(
c
△v
)
❛♥❞ E (wf (f (a)) | e = 0) = a ✐❢ a < f
−1
(
c
△v
)
❛♥❞ ❛ ♣❡♥❛❧t② ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛♦rt ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳✺ ❚❤✐s ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❛❦❡s ❛❣❡♥t✬s ♦✉ts✐❞❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❛t st❛❣❡ ✷ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳
❇② t❤❡s❡ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛ttr❛❝t t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❛s ♠❛♥② ❛❣❡♥ts ❛s
❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
✹❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✐❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❛t ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛t ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❛❧❡♥t✳ ❙❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✸✳ ❋♦r ❛
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t r❡❧❛t❡s t♦ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✱ s❡❡ ❇✐❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❍❡♥r❡❦s♦♥ ✭✷✵✵✺✮✳
✺❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ✇❤② ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤✐s r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤✐s s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡✳
✺✻
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ t♦♦❧s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❊♠♣❧♦②❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇♦r❦❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣❛✐❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✳
❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛❣❡ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ✇♦r❦❡r a = nfb
❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ✇❤❡♥ ✐ts ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙❡❧❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛❣❡♥ts ❞♦❡s t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✳
❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❝❛s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱
s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✮ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❣❡♥ts✿ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡①t
❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
✷✳✹ ▼♦r❛❧ ❍❛③❛r❞ ❘❡♥ts ❛♥❞ ❚❛❧❡♥t ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥
❆ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t e ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✉♣♦♥✳ ❆s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r
s❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣✳ ■❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❡✛♦rt ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦st❧❡ss❧②✳✻ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢t❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❤❛✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡rs ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧②✱
♦♥❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧②✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠✐s❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✹ r❡str✐❝ts t❤❡ ✇❛❣❡ t♦ ❜❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✿
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❋♦r ❛♥② ♦✉t♣✉t ❧❡✈❡❧ y ∈ R✱ wi (y) ≥ 0✱ i ∈ {g, f} .
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt
✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♥♦t r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇❛②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❝♦sts ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞
✻❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♦❢ ▲❛✛♦♥t ❛♥❞ ▼❛rt✐♠♦rt ✭✷✵✵✾✮✳
✺✼
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✷✳✹✳✶ ❆❣❡♥ts✬ ■♥❝❡♥t✐✈❡s
❆❣❡♥ts ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦st❧② ❡✛♦rt ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s s❝❤❡♠❡s t❤❛t t❤❡②
❛r❡ ♦✛❡r❡❞✳ ❊✐t❤❡r ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦r ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t t❤❛t t❤❡②
❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✿ 0 ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢❛✐❧s ❛♥❞ f (a)✱ fg ♦r a ✇❤❡♥ t❤❡②
✇♦r❦ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡✱ ♣✉❜❧✐❝ ♦r s❡❧❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ s❡❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✳
❙❡❧❢✲❊♠♣❧♦②❡❞ ❆❣❡♥ts ❆❣❡♥ts t❤❛t ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜❡ s❡❧❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❤❡✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt t❤❛t t❤❡② ❝❤♦♦s❡✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ e = 1 ✐s ♦♥❧② ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐❢✿
v¯a− c ≥ va.
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝✉t♦✛ a = c
△v
s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡✛♦rt✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤✐s
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ❜❡❝❛✉s❡ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
t♦ ❛✛♦r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤✱ t❛①❡s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r s❤❛r❡s ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡✛♦rt ❝❤♦s❡♥✳
❲♦r❦❡rs ❲❤❡♥ ❛❣❡♥ts ❛❝t ❛s ✇♦r❦❡rs ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳ ❆ ❦❡② ❛s♣❡❝t
❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ♦✉t♣✉t ✐s ❛t♦♠✐st✐❝ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t ❛❣❡♥ts r❡❝❡✐✈❡ ❛s
s❤❛r❡s ♦r ❛s ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ❞✐❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥t✬s ❡✛♦rt ♠❛❦❡s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t s❤✐r❦ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ✇❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t✳
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡rs t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❲✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✜① wi (0) = 0✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♦❢ ✵ ✐s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✬ ❡✛♦rt ✐s r✉❧❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r i ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦st❧② ❡✛♦rt ✐❢✿
vwi (y)− c ≥ vwi (y) ⇒ wi (y) ≥
c
∆v
. ✭✷✳✶✮
❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✛♦rt ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ v c
∆v
✭✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ✇♦r❦❡r ✐s ♦♥❧② ❣♦✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛ ❥♦❜ ✐❢ ❤❡ ❡①♣❡❝ts t♦ ❣❡t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♠❡♥t t❤❛♥
✇♦r❦✐♥❣ ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✇♦r❦❡r t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ❥♦❜ ✇❤✐❝❤
♦✛❡rs ❤✐♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s✿✼
wi (y) ≥
va+ c
v
.
▲❡♠♠❛ ✷✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝✉t♦✛ ♦♥ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥
a ≥ c
∆v
✱ ❡✛♦rt ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t✳ ■❢ a ≤ c
∆v
✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ a✳
Pr♦♦❢✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ❡①✐sts✳ ●✐✈❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❧♦♦❦
❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✛♦rt✱ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t
❣❡ts ✵ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦✿ w (y) = (av+c)
v
✳ ❚❤✐s ✇❛❣❡ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢✿
a ≥ c
∆v
✳
■❢ a ≤ c
∆v
✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✐♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❡❛s❡s t♦ ❞♦ ✐t✳
■❢ s♦✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② v
(
c
∆v
)
− c− va = v
((
c
∆v
)
− a
)
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ a✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✶ ❞❡♣✐❝ts ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇♦r❦✐♥❣
✼❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡r✱ ✇❤♦ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♦✛❡rs ❛s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦r✲
t✉♥✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❡①t✳
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❛s ❛ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢ ❤✐r❡❞ ❛s ❛ ✇♦r❦❡r✳ ❆♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤
❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t a ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❛❝❝❡♣t ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r ✐❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ♥❡t ♦❢ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt
❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ ♦r ❡①❝❡❡❞s ❤✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✳ ❚❤✐s ♣✉ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡✱ ❜✉t ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛❣❡♥ts ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ✇❛❣❡
✐s str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ ✇♦r❦❡r
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❤❡ ✇✐❧❧ s❤✐r❦ ✉♥❧❡ss t❤❡ ✇❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛♥❞ ❜❛❞ st❛t❡ ♦❢ ♥❛t✉r❡
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② c
∆v
✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥
✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✶ ✐s t❤❛t ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ e = 1 ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✇♦✉❧❞
♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ❡✛♦rt ❛s ❡♠♣❧♦②❡❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛ttr❛❝t t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❛t ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳✽
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ a < c
∆v
✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ e = 0 ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❛♥ ❡♠♣❧♦②❡r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇❛♥t ❤✐♠ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❤✐❣❤ ❡✛♦rt✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ t❛❧❡♥t ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ✜r♠s ♦r ✐♥
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r t❤❛♥ ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❥✉st✐❢② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝②✳
✷✳✹✳✷ Pr✐✈❛t❡ ❋✐r♠s
Pr✐✈❛t❡ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉♣♣❧② ❢♦r ❥♦❜s ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ♦✛❡rs ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦✜ts✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ a ✇❤❡♥ t❤❡② ♠❛❦❡ ❛ ❥♦❜ ♦✛❡r✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t
♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❝❛♥
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ t❛❧❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ ❛
♣♦✐♥t✇✐s❡ ✇❛②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧❡♠♠❛ ✷✳✶✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ a > c
∆v
✐s
✽❚❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦✉t♣✉t ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ ✇♦r❦❡r ✐s ❡q✉❛❧✳ ❙❛②✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ ✇❛s w > 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳
✻✵
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♥♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜r♠s ✐s s✐♠♣❧② ✇❤❡t❤❡r t♦ ❤✐r❡ ❛❣❡♥ts ♦r ♥♦t✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✇❤❡♥ a ≤ c
∆v
✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦sts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ❛♥❞
②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✜ts✿
v¯
(
f (a)−
c
∆v
)
.
❲❤❡r❡❛s ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s ♥♦t t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ ❤✐r✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧
t❛❧❡♥t a ✐s✿
v (f (a)− a) .
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤❛t wf (f (a)) ≥ a✳
Pr♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦✉t♣✉t
✐♥❝r❡❛s❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦sts✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ Pr✐✈❛t❡ ✜r♠s ♦✛❡r ❛ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ wf (f (a)) t♦ ❡✈❡r② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ✇♦r❦❡rs ♣r♦❞✉❝✐♥❣ f (a) ≥ f (a˜ (·))✱ ✇❤❡r❡ a˜ (·) ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ f (a) = 1
∆v
(
v¯ c
∆v
− va
)
✱ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
✇♦r❦❡rs✳ ❊✈❡r② ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦✛❡r✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ st❛t❡s t❤❛t ✜r♠s ♦✛❡r ❛ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❜s♦r❜ ❡✈❡r②
✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ✇♦r❦❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② a✱ ♦♥❧② t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s
✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❛tt❡r✿ wf (f (a)) ❛♥❞ wf (0)✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥❞✉❝❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦♥❧② t♦ t❤❡
♠♦st t❛❧❡♥t❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ a˜ (·)✱ ❛♥❞ t❤✉s
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ f (a˜ (·))✳ ❚❤✐s r❡❧❛t❡s t♦ ❧❡♠♠❛ ✷✳✶❀ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
✐♥ ♥♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ a✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱
✻✶
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❤✐s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❛s s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✮ ❜✐♥❞s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t ❝❡❛s❡s t♦ ❜✐♥❞✳ ❖♥❧② ✇♦r❦❡rs ✇❤♦s❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ✐s ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡
[
a˜ (·) , c
∆v
]
❡①♣❡❝t t♦ ❣❡t ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t ❛s ❛ r❡✇❛r❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛ttr❛❝t t❤❡♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ❧♦✇ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✲
✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡❢❡r t♦ s❤✐r❦ ❛❢t❡r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ♦✛❡r✳ ❋✐r♠s st✐❧❧ ✜♥❞ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr❛❝t
✇✐t❤ t❤❡♠✱ s✐♥❝❡ f (a) > a✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ♣❧✉s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡
❡✛♦rt ❛r❡ ♥♦t ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦✉t♣✉t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✜r♠s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣r♦✜ts
✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ♥♦t ♦✛❡r ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❛❣❡ ❢♦r ❛❣❡♥ts ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ f (a˜ (·))✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✇❛❣❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❡
✇❛❣❡ ✐s ♦♥❧② ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ❛❣❡♥ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ f (a˜ (·))✱ t❤❡ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❥✉♠♣s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧s✿
c
△v
✳ ❚❤✐s ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♥t✐❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s f
(
c
△v
)
✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r♣❛ss✐♥❣ t❤✐s
t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✇♦r❦❡rs ✇❤♦s❡ t❛❧❡♥t ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❍❡♥❝❡✱
❛❜♦✈❡ t❤❡s❡ ❧❡✈❡❧s t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❛ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ Pr✐✈❛t❡ ❙❡❝t♦r ❲❛❣❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡
❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳ f (a˜ (·)) > c
△v
✳
✻✷
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❡✛♦rt ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s st❛♥❞❛r❞✱ ❛♥❞ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥t
t❤❛t ✇♦r❦❡rs r❡q✉✐r❡ ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡✐r ❡✛♦rt✳
✷✳✹✳✸ ❚❤❡ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t
❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✜① ❛ ✇❛❣❡✱ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❲♦r❦❡rs ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ❛♣♣❧② ♦r ♥♦t t♦ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡✐r ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❥♦❜ ♦✛❡r t❤❡② ♠❛② ❣❡t ✐♥
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❝✐❛❧
✇❡❧❢❛r❡ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡
✇❤❡♥ ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts ❛r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞✳
❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦✛❡rs ✐♥ ✇❤✐❝❤ wg (0) = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛ttr❛❝t ❛❣❡♥ts ✐s ❢✉❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② wg (fg)✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧ wg (fg)✱ t❤❡
♠❛ss ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

wg (fg) ✐❢ wg (fg) ≤ a˜ (·)
a˜ (·) ✐❢ a˜ (·) < wg (fg) <
c
∆v
wg (fg) ✐❢ wg (fg) ≥
c
∆v
.
✭✷✳✷✮
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜s ❞♦ ♥♦t r❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
[
a˜ (·) , c
∆v
]
✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❣❡♥ts ✇❤♦s❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ a˜ (·) ❡①♣❡❝t t♦ ❡❛r♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ r❡♥ts ✐♥ t❤❡
♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜ ✉♥❧❡ss t❤❡ ✇❛❣❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❛❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♣✉❜❧✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② r❡❛❝❤❡s wg (fg) =
c
∆v
✱
❛❣❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ a ∈
[
a˜ (·) , v
(
c
∆v
)]
❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♦r ♣✉❜❧✐❝
s❡❝t♦r✳ ❆s ✐♥ ❏❛✐♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✉❞ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts r❡s♦❧✈❡ t❤❡✐r
✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜ ✜rst✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❛♣♣❧② t♦
✻✸
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❛ ♣r✐✈❛t❡ ❥♦❜✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ ✇❡❛❦✲❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛❣❡♥ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡
❢♦r ❣r❛♥t❡❞ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛♥ ♦✛❡r ✐❢ t❤❡② ❥✉st ❛♣♣❧② t♦ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❥♦❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡
❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ♠❛❦❡ t✐♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r❡❛❦ t❤✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛❞❞ s♦♠❡ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ ✉♥❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
❛❣❡♥ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❥♦❜ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✱
t❤❡♥ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r t♦ ♠❛❦❡ ❜♦t❤ ❥♦❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ✐❢
❛❣❡♥ts ❤❛❞ s♦♠❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡r✈✐❝❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡❧❢❣❛❛✉✇ ❛♥❞ ❉✉r ✭✷✵✶✵✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥ts ♣❡r❝❡✐✈❡ s♦♠❡ ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t ❛
s✐♠✐❧❛r r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❥♦❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✷✳✹✳✸✳✶ ◆♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
❲❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s ✉s❡❞ ❥✉st t♦ ❛ttr❛❝t ✇♦r❦❡rs✳
●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢
r❡✇❛r❞✴♣❡♥❛❧t②✮ ❤❛s ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r♦❧❡ t♦ ♣❧❛②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❤♦✇ ❤✐❣❤ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❆ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡str✐❝t❡❞ ♥♦t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝❤♦♦s❡s w (fg) = n
NI ❛♥❞ t =
vnNI n
NI
a
✱ ✇❤❡r❡ nNI = min {f−1 (fg) , a˜ (·)}✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❛❣❡♥ts✳ ❙✉❝❤ ✇❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ttr❛❝t ❛s
♠❛♥② ✇♦r❦❡rs ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ nNI ✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ✇❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
❝♦st❧② ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ✇❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛ttr❛❝t ❡♥♦✉❣❤ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ s✐③❡ nNI
❡q✉❛❧s t❤❡ ✜rst✲❜❡st s✐③❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ttr❛❝t s✉❝❤ ♠❛ss ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ✇❛❣❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ nFB > a˜ (·)✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
❛ttr❛❝t ❡♥♦✉❣❤ ❛❣❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡✐r ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r✐✈❛t❡
✻✹
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
s❡❝t♦r ♦✛❡rs✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ nNI ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥
nNI = a˜ (·)✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ✇❤❡♥ ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ♥♦✲✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦✿
WNI = n
NI (v) fg +
ˆ a˜(·)
nNI
vf (a) da+
ˆ a
a˜(·)
(vf (a)− c) da. ✭✷✳✸✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❆
❧✉♠♣ s✉♠ t❛① ❡q✉❛❧ t♦ t = vnNI n
NI
a
✐s ❝❤❛r❣❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝
❡♠♣❧♦②❡❡s✳
✷✳✹✳✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ●♦✈❡r♥♠❡♥t
❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛❜♦r ♣♦❧✐❝② ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥✲
t✐✈❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❜r✐❣❤t s✐❞❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❛ ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥t ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦✉t✇❡✐❣❤s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ ♣❛② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ✐♥ ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛ttr❛❝t ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿
F (r) =
ˆ a˜(·)
0
vf (a) da+
ˆ r
a˜(·)
(vf (a)− c) da
❛s t❤❡ t♦t❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡t [0, r] ✐❢ t❤❡② ❛❧❧ ✇♦r❦ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s✳
▲❡♠♠❛ ✷✳✸✳ ■❢ vfg − c <
F( c∆)
c
∆
✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s s❤✉t ❞♦✇♥ ✭nI = 0✮✳ ■❢ vfg − c >
F( c∆)
c
∆
✱ t❤❡♥
w (fg) =
c
△v
❛♥❞ nI = c
∆v
✳ ❚❛①❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t = v¯nI n
I
a
✳
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▲❡♠♠❛ ✷✳✸ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❡✛♦rt✳
❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r❝❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ s❡t t❤❡ ✇❛❣❡ ❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ w (fg) =
c
△v
t♦
✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛ ♠❛ss ♦❢ c
△v
❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ ❥♦❜s✳ ■❢ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛♥t❡❞ t♦ ✜① ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤✐s ♠❛ss✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❜❡ r❛t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥
✻✺
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❖♥❧②
n ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜✱ ♦✉t ♦❢ ❛ ♠❛ss ♦❢ c
△v
❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❡✈❡r② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♦❝✐❛❧ ❣❛✐♥ ❡q✉❛❧ t♦ vfg − c✱ ❜✉t ❝❡❛s❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
F( c∆)
c
∆
, t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❤❛s ❛ ❜❛♥❣✲❜❛♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ t❤❡ ❜❡st
♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ s❤✉t ❞♦✇♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r
❡♥❧❛r❣❡ ✐ts s✐③❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥
F( c∆)
c
∆
< vfg− c✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ nI > nFB✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❣✐✈❡
✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❥♦❜ r❛t✐♦♥✐♥❣ ♣❧❛②s ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝②
❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❛t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤❡♥
F( c∆)
c
∆
< vfg − c✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦✿
WI =
c
△v
(vfg − c) +
ˆ a
c
△v
(v¯f (a)− c) da. ✭✷✳✹✮
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s❤✉ts ❞♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r
s✉r♣❧✉s✱ F (a¯)✳
✷✳✹✳✸✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r P✉❜❧✐❝ ❲♦r❦❡rs
❲❤❡♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❡✐❣❤ts t❤❡
❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❝♦sts ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❲❡ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣✉r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ❡♠♣❧♦②❡❡s t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦sts ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ s✉❜♦♣t✐♠❛❧
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
❣❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ WI
❛♥❞ WNI ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣r❡❢❡rs ♥♦t t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐❢✿
✻✻
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
WNI −WI ≥ 0.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ yg✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ fg ≥ yg✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐❢ fg < yg✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦t t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡rs✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ yg >
c
△v
✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ✜♥❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
WI −WNI ✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ fg✳ ❲❤❡♥ fg ✐s ❛t ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❜♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦♦❢ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r ♣✉❜❧✐❝ ❡♠♣❧♦②❡❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐s t❤❛t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡
✜r♠s✱ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡
♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ fg ≥
c
△v
✳ ■♥ t✉r♥✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ st❛t❡s t❤❛t
✇❤❡♥ fg =
c
△v
✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦sts t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♣✉s❤❡s ✉♣ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
●♦✈❡r♥♠❡♥t s❤✉t❞♦✇♥ ✐s ♥❡✈❡r ♦♣t✐♠❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞ ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❡✐❣❤ts t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ ❛❣❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇♦r❦
✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❤♦♦s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❙t❛t❡ ❛♥❞
❛ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡ t❤❛t ❡①tr❛❝ts ❢❡✇❡r r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❆ ❦❡②
❢❛❝t♦r ✐s t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝❛✉s❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❛ttr❛❝t t♦♦ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝
s❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❤✐r❡ t❤❛♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s t♦ s❡❧❡❝t ❛♠♦♥❣ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❜✉t ✇✐t❤
✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ ✇♦r❦❡rs ♦r ❛ ❝❧♦s❡r t♦ ♦♣t✐♠❛❧ s✐③❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣♦✇❡r❡❞ ✇♦r❦❡rs✳
✻✼
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❍♦✇ ❞♦❡s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst✲❜❡st❄ ❇♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❛t
t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss✳
■❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧❡ss ♣r♦❞✉❝t✐✈❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ nNI = a˜ (·)✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝r♦✇❞s ♦✉t ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
✷✳✺ P♦❧✐❝② ❉✐s❝✉ss✐♦♥s
✷✳✺✳✶ ❚❤❡ ❈♦st ♦❢ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❛♥❞ t❤❡ Pr✐✈❛t❡ ❙❡❝t♦r
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧✐❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦rs ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝❛♥ ❞✐✛❡r s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ✈❡r② s❤❛r♣ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ✭s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✮
❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✭♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✮✱ ❢♦r ❛♥ ♦✇♥❡rs❤✐♣ ❞✐❧✉t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥
t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❆❧❝❤✐❛♥ ❛♥❞ ❉❡♠s❡t③ ✭✶✾✼✷✮✳ ❙❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❛r❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ t❤❡✐r ❡✛♦rt✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❡①❡rt ✐t ❛t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❧❡✈❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ ❧❛r❣❡
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❡✛♦rt ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦st
♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❧❛r❣❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❡q✉❛❧ ✇❛❣❡s t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt✱
♦✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜r♠s✳
■❢ ♦♥❡ ✇❡r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐❝
♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇r♦♥❣❧② t❤❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✐s ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♦r
❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r s❡❝t♦r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t t✇♦ ❥♦❜s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
tr✐♣❧❡t {y, c,∆v} ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❢❛❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳
✻✽
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❲❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ♣❛✐r {c,∆v}✱ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ y✱ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r❄✾
❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s
✭♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ❛♥❞ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✮✱ t❤❡ s❛♠❡ tr✐♣❧❡t {y, c,∆v} ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❡✛♦rt ♦r ♥♦t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ✐s ❡q✉❛❧❧②
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✳ Pr✐✈❛t❡ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❛❣❡ ♦❢ t❤❡
❛❣❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ❤✐♠ ❞♦ t❤❡ ❡✛♦rt✱ ❛♥❞ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤✐s ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ❛ ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡r ✐♥ ✐ts ❡♥t✐r❡t② ❜✉t
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍✐❣❤❡r ✇❛❣❡s ❛r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ♠❡r❡ tr❛♥s❢❡rs ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ✇❡❧❢❛r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡
♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡✛♦rt ❛s ❛ s♦❝✐❛❧ ❝♦st✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❥✉❞❣❡ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ △vfg✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱
t❤❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐♥
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳
❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✛♦rt ✐s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s tr✐✈✐❛❧ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t
t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r s❡❧❢✲❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❜②
♥♦ ♠❡❛♥s ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts✳ ❙❡❧❢ ❡♠♣❧♦②❡❞
❛❣❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❧❡ ✜r♠s ❞♦✳✶✵ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❧❡ss
♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸
❣✐✈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❡♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱
✾❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦♦❞s ✐♥ ❛ ♥♦♥ ♠❛r❦❡t ❡❝♦♥♦♠②✳ ●✐✈❡♥
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ❛♠♦✉♥t x
♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❣♦♦❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ❛♠♦✉♥t x ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞✳
✶✵▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛✐r {c,∆v}✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s ❞♦✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❡✛♦rt ✐s c
∆v
❢♦r
t❤❡ s❡❧❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ f (a˜ (·)) ❢♦r ✜r♠s✱ ✇✐t❤ f (a˜ (·)) > c
∆v
✳
✻✾
■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✿
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✺✳ f (a) = ka ✇✐t❤ k > 1✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✺ st❛t❡s t❤❛t ♣r✐✈❛t❡ ✜r♠s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ a✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛s ✐t ✐s ❛ ♥❛rr♦✇❡r st❛t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ f (a)✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❣❡t ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇♦r❦❡r✬s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❥✉st✐✜❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s
❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ✐❢ k ≥ k˜ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ✐❢ k < k˜✱ ✇✐t❤ k˜ = 1
2
(
1 +
√
(v+7v)
∆v
)
✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❣✐✈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❥✉st✐❢②✐♥❣ ✇♦r❦❡r✬s ❡✛♦rt ✐s
❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
tr✐♣❧❡t {y, c,∆v} ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr✐❣❣❡r
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✉♥❧❡ss ❜② ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥
❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❝♦sts ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❆ ❦❡② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s
✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❡✛♦rt ✐s ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ♣r❛❝t✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤✐s
s❡♥s❡✱ ♦✉r ✇♦r❦ s❤❛r❡s t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢ ❝❛✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼♦s③♦r♦ ❛♥❞ ❙♣✐❧❧❡r ✭✷✵✶✷✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝✴♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s✳
✷✳✺✳✷ ▼✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❧❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t
■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r✱ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❛s ❛ ♣♦♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✱ t❤❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡t ✐s st✐❧❧ s♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❖♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❣❡♥ts ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❛t s❡♣❛r❛t❡s ❡❛❝❤
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ✐❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r
t♦♦ ❝♦st❧② ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ s❡✈❡r❡✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ❛s ✐♥ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❱❡r❞✐❡r ✭✶✾✾✽✮✱ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✜①❡❞ ❛t n < c
△v
✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥♥♦t ❛❜s♦r❜ ❛❧❧ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♣♣❧②✐♥❣
❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜s ❞✉❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥
c
△v
−n
c
△v
✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r ❣✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ r❛t✐♦♥✐♥❣ r✉❧❡✳✶✶ ❚❤❡ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡
❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❛r❡ ♥♦t s♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② ❛♥② ♠♦r❡✿ ✈❡r② ❧♦✇ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❛❣❡♥ts
♠❛② ❡♥❞ ✉♣ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤♦✉t
❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts s✐③❡ t♦ c
△v
✳ ❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛②
❛❧s♦ s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ ✉s✉❛❧ ♣♦❧✐❝② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ t❤❡ ❙t❛t❡ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ✜rst✲❜❡st s✐③❡ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡
❝♦✉♥t❡r♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳
■♥ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ✉s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts✱
❛s t❤❡ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡✳ ❆♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦rt✐♥❣ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❜❛❞
t❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ❛❧s♦ ❜r✐♥❣ t❛① ❛✛♦r❞❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s✳ ■❢ ✈❡r② ❧♦✇
❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✱ t❤❡✐r ✇❛❣❡ ♦r ✇❡❛❧t❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡
❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✛♦r❞ t❛①❡s ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ■❢ s♦✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
t♦ ❢✉♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ♠❛② ❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t✬s ✐♥✐t✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ✐s ❧♦✇✳✶✷
❲❤❡♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
❣✐✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s t✐❡❞ t♦ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r s✐③❡✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥✱ nI > nNI ✳ ■❢ ♦✉r t❤❡♦r② ✇❛s
✶✶❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❛s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ n✱ ♦r ✐❢ t❛①❡s
✇❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
✶✷❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❧♦✇ ✇❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ ♦t❤❡r ❡✛❡❝ts✱ ❛s ✐♥ ❇✐❛♥❝❤✐ ✭✷✵✶✷✮✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ ✐♥
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ ✇❡❛❧t❤ ✐s ❧♦✇✱ ❤✐❣❤ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ t❛❧❡♥t ❛❣❡♥ts ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥s t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡✐r
✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❧♦✇❡rs ❥♦❜s ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s ❧♦✇ t❛❧❡♥t ❛❣❡♥ts t♦ ❜❡❝♦♠❡ s❡❧❢✲❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐ss✉❡s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s ❝♦rr✉♣t✐♦♥✱ ♠❛❦❡s ♦✉r t❤❡♦r② ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
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tr✉❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r②✱ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❛② s♦✉♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡
❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ▲❛ P♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❯s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❛♥❞ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ s✐③❡✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡② ❧❡❢t ♦♣❡♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞r✐✈❡r✳ ❖✉r ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t s❤❛r❡s t❤❡ ✇♦r❞ ♦❢
❝❛✉t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❢r♦♠ ✐t✳ ❇② ♥♦ ♠❡❛♥s ♦✉r ✇♦r❦ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❝✐♣❡ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❘❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❛t✱ ✇❡ ♣♦s❡ t❤❛t ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✭♥♦t ❛ ❝❛✉s❡✮ ♦❢
❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡rs✳✶✸
✷✳✻ ❊①t❡♥s✐♦♥s
✷✳✻✳✶ ❖t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❚❛①❛t✐♦♥
❲❡ ❛ss✉♠❡❞ s♦ ❢❛r t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝ts ❧✉♠♣ s✉♠ t❛①❡s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛① s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❤❛✈❡ ❣r❡❛t❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣
r✐❝❤❡r t❛① s❝❤❡♠❡s✳
❲❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ❝❤❛r❣❡ t❛①❡s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ ✇❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❛①❡s ❛r❡ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ t : R✰ → R✰ t❤❛t ♠❛♣ ✇❛❣❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ t❛① ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t t❛①❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts❄ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ t❛① ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❝❡rt❛✐♥
✶✸❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❍✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞✐st♦rt t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ◆✐s❦❛♥❡♥ ✭✶✾✼✶✮✱
●❡❧❜ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ❛♥❞ ❏❛✐♠♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ❘✉❞ ✭✷✵✶✹✮✳
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
t②♣❡s ♦❢ ✇♦r❦❡rs t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛ s✐③❡ n < c
△v
✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ tr②
t♦ ✉s❡ t❛①❡s t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ a ∈
[
n, c
△v
]
✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛ttr❛❝t✐♥❣
✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [0, n]✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❛①✐♥❣ ✇❛❣❡s ❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐❢ fg ≥ f (a˜ (·))✳
Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡♥❡✜t t❤r♦✉❣❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡tt✐♥❣ n < nI = c
△v
❛♥❞
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦♥❧② ✐❢ s♦♠❡
a ∈
[
n, c
△v
]
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜ ❛❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❛❣❡✲❝♦♥t✐♥❣❡♥t
t❛①❡s✳ ❲❡ ❧♦♦❦ ❛t ✷ ❝❛s❡s✿
❈❛s❡ ✶✿ ■❢ n > a˜ (·)✱ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ✇♦r❦❡rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤✐♥
[
n, c
△v
]
✐s t❤❡
✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✿
v¯ (wg − t (wg))− c < v (wf − t (wf ))− c.
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♠❡❛♥s t❤❛t(wf − t (wf )) =
c
△v
✳ ❚❤✐s ❝♦♥✲
tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♦✛❡r✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛r✐s❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛❣❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡
s❝r❡❡♥❡❞✳
❈❛s❡ ✷✿ ■❢ n < a˜ (·)✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ tr② t♦ t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✇♦r❦❡rs ✐♥
[n, a˜ (·)]✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ a ✐♥ t❤✐s r❛♥❣❡✿
v¯ (wg − t (wg))− c < va− vt (a) .
❈❤❛r❣✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ t❛① ♦♥ ✇❛❣❡s [n, a˜ (·)] ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ vf (a) − vfg + c ✳ ❚❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❝❤❛♥❣❡
✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ vf (a˜ (·)) < vfg − c ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐s ✇♦rs❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳
❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t fg ≥ f (a˜ (·))
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■◆❈❊◆❚■❱❊ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❆▲▲❖❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❆▲❊◆❚❙
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ st❛t❡s t❤❛t ✉s✐♥❣ ✇❛❣❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t t❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❛❧❡♥ts ✐❢ fg ≥ f (a˜ (·))✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ t❛①❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢
♣✉❜❧✐❝ ✇♦r❦❡rs ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❧❡✈❡❧s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❥✉st✐❢② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳
❚❤❡ ❦❡② ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❛①❡s ♦♥ ✇❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❝r❡❡♥ ♦✉t ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡
[
a˜ (·) , c
△v
]
✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ♠✐ss❛❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❡♥ts
✇♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✇❛❣❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ✜① t❤❡ ♥❡t ✇❛❣❡s ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝❛♥♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❧♦✇❡r ♥❡t ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
✇❤❡♥ fg ≤ f (a˜ (·))✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s ❜② s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦✉t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❛❧❡♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥✱ ❛s ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
[
a˜ (·) , c
△v
]
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❝r❡❡♥❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ ❡✐t❤❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ fg ≤ f (a˜ (·)) ✐s
♠❡t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳
✷✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤✐s ✇♦r❦s ✐s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✐♥ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❤❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣
t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❛③❛r❞s t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥tr❛❝ts ❢❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t ♣✉❜❧✐❝
❝♦♥tr❛❝ts ♠❛② ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✇♦r❦❡rs✬ ❤✐❞❞❡♥ ❡✛♦rt ❤❛s ❡q✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✭✇❛❣❡s✮ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t✇♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts✳ ❍✐❣❤ ✇❛❣❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❜✉t t❤✐s
❝❛♥ ❛ttr❛❝t ❛❣❡♥ts ✇❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ♠❛② ❜❡ ❛ s♦❝✐❛❧ ❝♦st t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛✛♦r❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❧②
♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳
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❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❛t ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❛❜♦✉t ✐♠♣♦rt✐♥❣
♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r ♣r❛❝t✐❝❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✳ ❍✐❣❤ ♣♦✇❡r❡❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡
♣✉❜❧✐❝ s❡❝t♦r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✇❛② ❡❛❝❤ s❡❝t♦r
✐♥t❡r♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t❤❛t t❤❡✐r
♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞✐✈❡r❣❡✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞
t❤❛t ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐s s❡❝t♦r✲s♣❡❝✐✜❝✱ ❛♥❞ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❛♥ ✏✐♥❡✣❝✐❡♥❝② ❝✉rs❡✑✳
❊✐t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✱ ♦r t❤❡② ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡
t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡r❡❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② t❛❧❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
✐♥❡✣❝✐❡♥❝② r❡♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▲❛ P♦rt❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛s ♣❡rs✐st❡♥t❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ✐ts r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s r❡♠❛✐♥s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣✳ ❖✉r
✇♦r❦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡rs s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❛❜♦✉t ❞♦✇♥s✐③✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t♦ ✐ts ✜rst✲
❜❡st s✐③❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❣♦♦❞s ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❆♥ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
♠❛② ❜❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡ ❤❛r♠❢✉❧ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ ❥♦❜
r❛t✐♦♥✐♥❣✱ ✇❤❡♥ ❝✐✈✐❧ s❡r✈❛♥ts ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞✳
✷✳✽ ❈❤❛♣t❡r ❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚✳ ❱❡r❞✐❡r ✭✶✾✾✽✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r✮✳ Pr♦♣❡rt② r✐❣❤ts✱ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❛❧❡♥t✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧ ✶✵✽ ✭✹✺✵✮✱ ✶✸✽✶✕✶✹✵✸✳
❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚✳ ❱❡r❞✐❡r ✭✷✵✵✵✱ ▼❛r❝❤✮✳ ❚❤❡ ❈❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❛r❦❡t ❋❛✐❧✉r❡s ❛♥❞ ❈♦rr✉♣t✐♦♥✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵ ✭✶✮✱ ✶✾✹✕✷✶✶✳
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❆❧❝❤✐❛♥✱ ❆✳ ❆✳ ❛♥❞ ❍✳ ❉❡♠s❡t③ ✭✶✾✼✷✱ ❉❡❝❡♠❜❡r✮✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦sts✱ ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝
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Pr♦❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ s❡❝t♦r t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ❦♥♦✇✲❤♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ▲♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❞❡❧❡❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝ts t♦
❤✐❣❤❧② s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st♦rs ❛♥❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ s✉r♣❧✉s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠
t❤❡♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦rs ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦rs
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✐♥✈❡st♦rs ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳
❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ❛♥❞ ❛ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞
❛❜♦✉t ✐ts ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤ ♦r ❧♦✇✳
✼✽
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✭♦r
❤✐❣❤ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✮ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❤✐s ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐❢ ❤❡ ✐s
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t♦♦❧s t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t
♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡✳ ❙t✐❧❧✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ♣♦♦❧ t❤❡✐r ♦✛❡rs ❛t t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ✉s❡
♣r✐❝❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t t❛①❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①✲❛♥t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❤✐❣❤ t❛①❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❧♦✇
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ❤♦♥♦r❡❞ ❜② ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ✐♥ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✐❢ ❤❡
✐s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❜✉t ❤❡ ❣❡ts ❤✐❣❤ ♣r♦✜ts ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❛①
s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜ts ❝❛♣s ❛♣♣❧② ✐♥ ❧♦✇ ❛♥❞
❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ♥♦t t❛①❡❞ ✉♥t✐❧ ❤✐s ♣r♦✜ts r❡❛❝❤ t❤❡ ❝❛♣✱
❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜ts ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t s✉❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦✛✲♣❛t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❜❡❧✐❡❢s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❇❛♥❦s ❛♥❞ ❙♦❜❡❧ ✭✶✾✽✼✮✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r
♣❛②♦✛s t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❜❡❧✐❡❢s✳
❖✉r ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✐❧ r❡❧❛t❡❞ ❛ss❡ts ✐♥ ❞❡✈❡❧✲
♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡s✳ ❋♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦r✬s ❛ss❡ts
✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❜✐❧❛t❡r❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t tr❡❛t✐❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❞✐s✲
♣✉t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉rts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦✉rts t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢❡✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
t♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ❤♦st ❝♦✉♥tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❢❛❝❡ ✐❢ t❤❡② r❡❢✉s❡ t♦
♣❛② t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ st✐♣✉❧❛t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦✉rts r✉❧❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ✐t ✐❢ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✵✼✱ ❇♦❧✐✈✐❛ ✇✐t❤❞r❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❙❡tt❧❡♠❡♥t ♦❢
✐♥✈❡st♠❡♥t ❉✐s♣✉t❡s ✭■❈❙■❉✮✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦✉rt r✉❧✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣✉t❡s✱ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♥❣
✼✾
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✐❧ s❡❝t♦r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❆r❣❡♥t✐♥❛ r❡❢✉s❡s t♦ ♣❛② ❛❞✈❡rs❡ ❛✇❛r❞s ♦♥
♣❛st ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr②
t♦ ❣❡t ❛❝❝❡ss t♦ ❢✉♥❞s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t❤❛t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡
✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ✐ts ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❧✐✈❡ ✇✐t❤
✐ts ♦✇♥ ♠❡❛♥s ❛s ❛ ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t ♦r t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts ♠❛② ❢❛❝❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❡s ♦r ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ♠❛②
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦sts ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦✉rts✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ ❤♦✇ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♦rs✳ ■♥
❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r❡✈❛✐❧ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦r
♣♦❧✐t✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ♦✛❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r♦✉s ❞❡❛❧s ✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❡♥s✉r❡ ✐♥✈❡st♦r✬s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s t❛❦❡ ✐s ❧♦✇ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜r♠s✬ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡
❧❛r❣❡❧② ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ❜② ✐♥✈❡st♦rs ✇❤♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♠♠✐t✲
♠❡♥t t②♣❡✳ ▲❡ss ❣❡♥❡r♦✉s ❝♦♥tr❛❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣ ✜r♠s ♣r♦✜ts ❛t ❧❡✈❡❧s ❛t ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts
t②♣❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✇❛② t♦
❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♦rs✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦✉r ✇♦r❦ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ r✐s❦ ❢❛❝❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t❤❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♠✐s❡❞ ❝❛s❤
✢♦✇s ✭❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❛① r❡❞✉❝t✐♦♥s✮✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❝♦♠♠✐t♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②✲♦r✐❡♥t❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧②
❛✛❡❝t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥tr❛❝ts ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♣r✐✈❛t❡❧② ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ✐ts ❝♦st
♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❞✐s❝✉ss❡s str❛t❡❣✐❡s t♦ ❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤✐❣❤
❞✐s❜✉rs❡♠❡♥ts✳
✽✵
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✸✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▲✐t❡r❛t✉r❡
❚❤✐s ✇♦r❦ r❡❧❛t❡s t♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❡♠❡r❣❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❝❡♥t ✇❛✈❡ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r✉❞❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❇♦②❛r❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✵✼✮ ✜♥❞s t❤❛t ♦✐❧ ♣r✐❝❡s✱ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❛s ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛r❡ ❦❡② ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r✳ ●✉r✐❡✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ t❡st ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣
♠♦❞❡❧ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s
✇❤❡♥ ♦✐❧ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡② ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❛t ♥❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥s t❡♥❞ t♦ t❛❦❡
♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❜♦♦♠s ❛♥❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✳ ❙tr♦❡❜❡❧ ❛♥❞ ✈❛♥ ❇❡♥t❤❡♠ ✭✷✵✶✸✮
❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠❛♥② ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❛❞♦♣t ❧✐♥❡❛r r❛t❤❡r t❤❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts✳
❖✉r ✇♦r❦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✭▼❛ts❡♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇✐t❤ ♣♦♣✉❧✐s♠ ✭❆❝❡♠♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ♠✐s✉s❡ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡❧❡❝t♦r❛❧ ♠♦t✐✈❡s ✇✐t❤ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❝♦♥tr❛❝t ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t❤❛t ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠❛② ❤❛✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t✳
❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✉t❤♦rs ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t str❛t❡❣✐❝ r❡s♣♦♥s❡s t♦ ♦♣♣♦rt✉♥✐st✐❝
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ✜r♠ s✐❞❡✱ ❚❤♦♠❛s ❛♥❞ ❲♦rr❛❧❧ ✭✶✾✾✹✮ ✜♥❞ t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ♠❛② ❞❡❝✐❞❡ t♦
❞✐st♦rt ❞♦✇♥✇❛r❞s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts s♦ ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt r✉♥ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✲ ❛ttr❛❝t✐♦♥✳
❇♦❤♥ ❛♥❞ ❉❡❛❝♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❡rt② r✐❣❤ts ❛r❡ ✇❡❛❦✱ ✐♥✈❡st♦rs
s❧♦✇ ❞♦✇♥ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
✐♥❞✉str②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦♥✬t r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱ ❛r❡ ♦✈❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞✱
✇❤✐❧❡ ♦✐❧ st♦❝❦s r❡♠❛✐♥ ✉♥❞❡r ❡①♣❧♦✐t❡❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜②
❆❣❤✐♦♥ ❛♥❞ ◗✉❡s❛❞❛ ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥✈❡st♦rs ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❛ ❤♦❧❞ ✉♣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡②
✐♥✈❡st ❧❡ss t❤❛♥ ♦♣t✐♠❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❡♦r②✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❛❜str❛❝ts ❢r♦♠
✽✶
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✜r♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳
❈❧♦s❡r t♦ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ t❤❡ ✇♦r❦s st✉❞②✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ t❤r❡❛t ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐✲
❛t✐♦♥✳ ❊♥❣❡❧ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✷✵✶✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥
♦✛❡r t♦ ✐♥✈❡st♦rs t❤❛t ❢❛❝❡ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s r✐s❦ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡✐r
♣r♦❥❡❝ts✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ♣r♦✜t ❝❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❛❞✲✇❡✐❣❤t
❧♦ss✳ ❲❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❛t ✇❡ ❡♥❞♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❧❛t❡
✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❛❞ ✇❡✐❣❤t ❧♦ss t❤❛t ✐t ❝❛✉s❡s✳ ❲❡r♥❡r❢❡❧t ❛♥❞ ❩❡❝❦❤❛✉s❡r ✭✷✵✶✵✮ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊♥❣❡❧ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ str❛t❡❣✐❝ r❡s♣♦♥s❡s t❤❛t ✜r♠s ♠❛② ❛❞♦♣t
✇❤❡♥ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ✇❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦✜ts✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦rs ♠❛② t❛❦❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛❝t✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts
t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥✈❡st♦rs ♠❛② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡❧❛②
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥ts t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❡①✲♣♦st ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
P❡r❤❛♣s t❤❡ ❝❧♦s❡st ✇♦r❦ t♦ ♦✉rs ✐s t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ❙tr♦❡❜❡❧ ❛♥❞ ✈❛♥ ❇❡♥t❤❡♠ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤♦
t❛❝❦❧❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❢♦r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ✐♥ ♦✉r
✇♦r❦✱ t❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ r✐s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛tt❡rs✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡✐rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ r❡s✉❧ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ ❛ ❝♦♥tr❛❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ✐s ♥♦t ❝r❡❞✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❛ttr❛❝t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t✉r♥s ♦✉t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r✐❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ♦♣♣♦s❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤✲❧♦✇ ♣r✐❝❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❤❛s
♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st
❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❖✉r ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❇❛♥❦s ❛♥❞ ❙♦❜❡❧ ✭✶✾✽✼✮✳
✽✷
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ✇♦r❦ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢r❛♠❡❞ ❛s
❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐s♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙♣✐❧❧❡r ✭✷✵✵✽✮ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
r✐s❦ ♦❢ ✐♥✈❡st♦rs ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳
✸✳✸ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ♦✇♥s ♦✐❧ r❡s❡r✈❡s ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❡①tr❛❝t t❤❡♠ ✐ts❡❧❢ ❢♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
r❡❛s♦♥s✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ q ❜❛rr❡❧s ♦❢ ♦✐❧ ❢r♦♠ t❤♦s❡ r❡s❡r✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t♦ 1✱ t❤❛t ❝❛♥ ❧❛t❡r ❜❡ s♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❦❡t ❛t ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r✐❝❡ p ∼ F (p) :
[
p, p
]
→
[0, 1]✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (p) ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
E (p)✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♥❡❡❞s ❛♥ ❡① ❛♥t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦sts I t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r
❛♥❞ Ig > E (p) t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇✐t❤ I < Ig✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐s
✐❢ ✐t ✐s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❜② ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st♦rs✳
❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✐❣♥ ❛♥② ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✬s ♣r♦✜ts ♦♥ ✐ts ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦rs ❛r❡ ❢♦r❡✐❣♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❢♦r♠❡r
✇♦✉❧❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ✐s t♦ ❡①tr❛❝t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t s✉❜s✐❞✐③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛❧❧ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ t❛❦❡ ✐t ♦r ❧❡❛✈❡
✐t ♦✛❡r t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❚❤❡ ♦✛❡r ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥
t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t (p) : p→ [0, p]✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❤❛s ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞
✉♥❞❡rt❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♦♥❧② ✐❢ ❤❡ ✜♥❞s ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡✳
❆ ❦❡② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❛❦❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t
✐s ❞♦♥❡✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ✐❢ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ✐s
♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ❞♦ ✐t✳ ❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❞♦♥❡
❜② t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳✶ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠
✶❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s ❛♥② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ t❤❡ t❡r♠s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❣r❡❡❞✳
❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
✽✸
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
♦♣❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❜② ✐ts❡❧❢✱ ♥❡t ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦st c ∈ {c, c}✱ ✇✐t❤
c > c✱ ✐s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛ss✐❣♥s t❤❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② α t♦
t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ 1−α t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ c = c✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t c < p✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ t②♣❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ■❢
✐t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❛❜❧❡ r✉♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥ ♦✛❡r t (p)✱
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❝❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❤✐s ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ αˆ (t)✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t②♣❡ c
❛s t❤❡ ✏❧♦✇ ❝♦st✑✱ ✏❧♦✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑ ♦r ✏❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②✑ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
t❡①t✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧ ✏❤✐❣❤ ❝♦st✑✱ ✏❤✐❣❤ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✑ ♦r s✐♠♣❧② ✏❝r❡❞✐❜❧❡✑ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ t❤❡
t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦st c✳
❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ c ❞❡s❡r✈❡s s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦✉rts ♦r ♦t❤❡r ✐♥✈❡st♦rs ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦✉rt ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✜♥❛♥❝✐♥❣
❢r♦♠ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♦rs ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r❡♠✐✉♠ t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ t❤❡
❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐ts ✜♥❛♥❝✐♥❣ ♥❡❡❞s
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣♦❧✐❝②✳ ❆ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❧✐✈❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ♠❡❛♥s ♠❛② ❜❡ ❧❡ss
❛✛❡❝t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❡♥❛❧t✐❡s t❤❛♥ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢❛❝❡s ✇❤❡♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t c ❛♥❞ c
❛s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♣❡♥❛❧t✐❡s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r✉❧❡ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t c ❤❛s
❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦sts
❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ c✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t s❡❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡
❞♦♥✬t ✜♥❞ ❛♥② r❡❛s♦♥ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣
❛♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ♦✐❧ ❛ss❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❡♥❛❧t② t❤❛t ❝♦✉rts ✐♠♣♦s❡ ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ ✇❡ ✈✐❡✇ c ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢
❝♦sts t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❢❛❝❡ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ▼✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦✉❧❞ ✐♠♣♦s❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦sts t❤❛♥
t❤♦s❡ ✐♥❝✉rr❡❞ ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♠❛❦❡s ❛ r❛❞✐❝❛❧ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r
❝❤♦♦s❡ t♦ ♠❛❦❡ s♠❛❧❧ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s✳
✽✹
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥ts t❤❛t t❤✐r❞ ♣❛rt✐❡s ❝❛♥ ✐♠♣♦s❡ ♦♥ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡s♣❡❝t✐♥❣
❛ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇♦rt❤ ✩✶✵ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉rt ❝❛♥
✐♠♣♦s❡ ♥♦♥ ♣❡❝✉♥✐❛r② r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ✇♦rt❤ ✩✺ ❢♦r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦✉rt✬s ❛✇❛r❞ ♠❛② r❡q✉❡st ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ✩✶✵ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞
❝❤♦♦s❡ ♥♦t t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ ✐t ❛♥❞ ❢❛❝❡ t❤❡ ♥♦♥ ♣❡❝✉♥✐❛r② r❡str✐❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡❛r♥s ✐ts ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦✛❡rs ❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r
t(p)✳
✷✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ x ∈ [0, 1] ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t I✱
❣✐✈❡♥ ❤✐s ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t (p)) ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ p ✐s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ f(p)✳
✹✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡s p ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② e ∈ [0, 1] ❛♥❞ ♣❛②♦✛s
❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧t❡r s❧✐❣❤t❧② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡r
❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♦✛❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❧❡❛r♥s ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦✐❧ ✐s s♦❧❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ♦✛❡r❡❞ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ❜❡❢♦r❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ s❡❧❧ t❤❡ t❤❡ ♦✐❧ ♦♥❝❡ ♥❡✇ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥ ♦✣❝❡ ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐♠♣❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt② ✇❤♦ ♠❛❦❡s t❤❡ ♦✛❡r ✐s ♥♦t ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ✐ts
t②♣❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡✳
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✸✳✸✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❇❡♥❝❤♠❛r❦
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡✱
❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ c✳ ❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❜♦t❤
♣❛rt✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t ✐t✳
■♥ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❤❛s ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✱ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ♦r ♥♦t✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ e✳ ❚❛❦✐♥❣
♣♦ss❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ e = 1 ✐❢ p − c > t(p) ✐s ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✇❡❛❦❧② ❜❡tt❡r ♦❢ ❜② r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t(p)✳ ❚❤❡
✐♥✈❡st♦r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤✐s ❛♥❞ ♦♥❧② ❡①♣❡❝ts t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❤✐s r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢ t❛①❡s ✭p− t(p)✮ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s
♦❢ ♥❛t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳✷
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t (p)✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜s❡ts G (t)− := {p : p− c ≤ t(p)} ❛♥❞ G (t)+ =
{p : p− c > t(p)}✱ s✉❝❤ t❤❛t G (t)− ∪ G (t)+ =
[
p, p
]
✳ G (t)− ✐s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r
❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛s ❧♦♥❣ ❛s✿
pi (t(p), c) =
ˆ
G(t)
−
(p− t(p)) dF (p) +
ˆ
G(t)+
0dF (p) ≥ I.
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦✜ts s❝❤❡❞✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤♦✉t ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❧❡♠♠❛ ✸✳✶ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❚❛❦❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥❡t ♣r♦✜ts
t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐♥ s♦♠❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ p✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✭❛♥❞ t❤✉s G (t)+ 6= ∅)✳
❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤✐s✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ✏❞✐s❝♦✉♥t✑ t❤❡ ♣r♦✜ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣❡t ❛♥② ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ s❛❧❡s ✇❤❡♥ ❤❡ ✐s ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡t
G (t)+✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t st✐♣✉❧❛t❡❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ t❛①❡s
✷■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✉❜❣❛♠❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥✳
✽✻
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✭❛♥❞ ❧♦✇ ♣r♦✜ts✮ ❞✉r✐♥❣ s✉❝❤ st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ■❢ t❤✐s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦
r❡❝❡✐✈❡ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❜✉t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t
t♦ r❡❝❡✐✈❡ ③❡r♦ ♣r♦✜ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❝❛❧✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐❢ I ≤ I (c)✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② T (p) = {t (p) : E (p− t(p)) = I, p ≥ t(p) ≥Max{0, p− c}}✳
❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛♥② st❛t❡ ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✐❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳
Pr♦♦❢✳ ❆t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿
Max
t(p)∈[0,p]
U (t(p), c) =
ˆ
G(t)
−
t(p)dF (p) +
ˆ
G(t)+
(p− c) dF (p),
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜r♠✿
ˆ
G(t)
−
(p− t(p)) dF (p) ≥ I.
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
U (t(p), c) = E(p)−
ˆ
G(t)
−
(p− t(p)) dF (p)−
ˆ
G(t)+
cdF (p).
❆ss✉♠❡ ❜② t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts t(p) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✐♥✈❡st♦r ✇❛♥ts t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ❉✉❡ t♦ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❚❤❡ r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠✱ s♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐❧❧ ❜✐♥❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr❛❝t ❧❡❛✈❡s ✉t✐❧✐t② E(p)− I t♦ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦ r❡♥t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳
❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ c ♣✉ts ❛ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
t❛① s❝❤❡♠❡✱ ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ❝♦st I✳ ❋♦r ❡❛❝❤ c✱ t❤❡r❡ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♣r♦✜ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ❣✐✈❡♥ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ I (c)✿
✽✼
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I (c) =
ˆ p
p
(p−Max{p− c, 0}) dF (p) =
ˆ p
p
(Min{p, c}) dF (p)
◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ♥♦ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts t❤❛♥ ♦♥❡
✇✐t❤♦✉t ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♥♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✲♣r♦♦❢ ❝♦♥tr❛❝t ❝❛♥ ❣✐✈❡
❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r s✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ t(p) = 0 ✐❢ p ≤ c ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝r❡❞✐❜❧❡ ♣r♦✜t c ✐❢ p ≥ c✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥✱ ❛♥❞ ♦✛❡r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦✛❡r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✿ t1 (p)✱
t2 (p)✱ t3 (p) ❛♥❞ tc (p)✳ ■♥ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ t1 (p) st✐♣✉❧❛t❡s t(p) = 0 ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ♥♦
t❛① ❛t ❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ 45➦ ❧✐♥❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥❛✐✈❡❧② t❤✐s ❝♦✉❧❞ s❡❡♠ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ t❤❡
✐♥✈❡st♦rs✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♣r❡tt② ❜❛❞ ❞❡❛❧ ❢♦r t❤❡♠✳ ❲❤❡♥❡✈❡r p > c✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t r❡s✐st
t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐t ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ t❛①
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳
❙❡❝♦♥❞✱ t2(p) ✭✐♥ r❡❞✮ ✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐❝❡s✱
s✐♥❝❡ p− t (p) > c✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t3 (p) ❛♥❞ tc (p)✱ t✇♦ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢
♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❧❡❛✈❡s ❧❡ss ♣r♦✜ts t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t
✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞✐s❜✉rs❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ tc (p) ❤❛s ✉♥✐q✉❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■t ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r♦✉s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ♦✛❡r❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r✳
■t st✐♣✉❧❛t❡s ♥♦ t❛①❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦✜ts r❡❛❝❤ t❤❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ c✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛♣s t❤❡ ♣r♦✜ts
❛t c✳ ❚❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❡①♣❡❝t ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ❛r❡ I (c)✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t
❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✳
✸❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❊♥❣❡❧ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✷✵✶✵✮✬s ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛r❡ ♥♦t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦✉r ✇♦r❦✱ s✐♥❝❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥ t❤❡✐r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✽✽
I (c)
c
c c
I < I (c)
I (c) < I
I (c) < I ≤ I (c)
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t❤❡ ✐♥✈❡st♦rs ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ♣r❡t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❛
❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s♦ ❛s t♦ ❣❡t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❞♦♥❡✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛s ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r♦✉s ❞❡❛❧s t♦ t❤❡
✐♥✈❡st♦rs✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✏❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✑✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✳ I (c) < I ≤ I (c)✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
♣r✐❝❡s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❛ t❛① s❝❤❡♠❡ t(p)✳ ❉❡✜♥❡✿

G(t)− p : p− t(p) ≤ c
G(t) p : c < p− t(p) ≤ c
G(t)+ p : c < p− t(p).
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡ts ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤
❡❛❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t G(t)− r❡♣r❡s❡♥ts t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧♦✇ ♣r♦✜ts s♦ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✳ ■♥ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ G(t)
❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ✇❤❡r❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ tr✐❣❣❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st
❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❜✉t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡ G(t)+✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✳
✹ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❞❡✜♥❡s
t❤❡s❡ s✉❜s❡ts✱ ❜✉t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ ❛❧✇❛②s ❢♦r♠s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐❝❡s✳
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❧♦♦❦✐♥❣
❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✛❡rs ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr❛❝t✳ ❲❡ t❤❡♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐s t❤❡ P❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭P❇❊✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ P❇❊ ✐s ❛
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ❤❡❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t) ♦♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡✱ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s
✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ s✉❜s❡ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ e ❜② ❡❛❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡✳
✾✵
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(t∗ (p) , e∗|c)✱ x∗ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ t∗(p) ∈ argmax U (t(p), x∗ (αˆ (t)) , e∗ (p, t (p) , c))✱
✷✳ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❝❤♦♦s❡s x∗ ∈ [0, 1] ❛s ❛r❣ ♠❛① (pi (t(p) ˆ, α (t))− I) x✱
✸✳ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❤♦♦s❡s e∗ ∈ [0, 1] ❛s ❛r❣ ♠❛① e (p− c) + (1− e)t(p)✱
✹✳ αˆ (t) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s r✉❧❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❲❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ ❡① ❛♥t❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿
U (t(p), x (αˆ (t)) , e∗ (p, t (p) , c)) = U (t(p), x (αˆ (t)) , c)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ pi (t(p) ˆ, α (t)) ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣❡r✲
❛t✐♥❣ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇❤❡♥ ❤❡ ✐s ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t (p) ❛♥❞ ❤✐s ❜❡❧✐❡❢s ❛r❡ αˆ (t)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❯♥❞❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ P❇❊ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t
♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡rs✳
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐t ❞♦❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❇❛②❡s r✉❧❡ ❛♥❞ r❡❝✲
♦❣♥✐③❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❛ss✐❣♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵ t♦ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛②♦✛ ✵ t♦ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s✳ ■♥ t✉r♥✱ ✐❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦✛❡rs t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ♦♥❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❣❡t✿
U (t (p, c) , x = 1, c) =
ˆ
G(t)−
t(p, c)dF (p) +
ˆ
G(t)∪G(t)+
(p− c) dF (p) > 0,
✇❤❡r❡ t (p, c) ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st t②♣❡
❤❛s ❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦✛❡r ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶ s✉❝❤ ♦✛❡r
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t②♣❡ c✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ t❛① t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡s ✐♥
✇❤✐❝❤ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t ♥♦t t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✱ ✐s ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✳
✾✶
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ st❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡
♦✛❡rs ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❢ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t
♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ r❡❢✉s❡ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛♥② ♦✛❡r ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤✐s s❡ts ❛ ♥✉❧❧ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st ♦❢
❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t②♣❡ ❛♥❞ ❜r❡❛❦s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ♣r❡❢❡r t♦ ❝❧❛✐♠ ✐t ✐s t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤
♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡
♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▼❛s❦✐♥ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✵✱ ✶✾✾✷✮ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡
❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t② ❞✐r❡❝t❧②✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✇❡❧❧ ✐♥
❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✜①❡❞ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡r✐♥❣ st❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✮✱ t❤❡ ❛❣❡♥t
✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s t❤❛t ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡
❣❛♠❡ ❤❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛❣❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ✸✳✷ ✐s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡♥t❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t✬s ✉t✐❧✐t②
♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳
✸✳✹✳✶ P♦♦❧✐♥❣ ❈♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❈♦sts
❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ❢❛❝❡s ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ ❤✐♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✱ ❞✉❡ t♦
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶ ❤❡ ❦♥♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞✳ ❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t✇♦ s♦rts ♦❢ ❝♦st✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦st c ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s
✾✷
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✐♥❡✣❝✐❡♥❝② t♦ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥❝✉rr❡❞ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦st t♦ t❤❡ s♦❝✐❡t② ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t②♣❡✳
❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t②♣❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡q✉✐r❡s
t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛ ❤✐❣❤ r❡✇❛r❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
♣r❡♠✐✉♠ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s t♦ ❣✐✈❡ t♦
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✉♥❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st
♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦♠✐s❡ ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
t(p) ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ❢♦r ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t)✱ 1− αˆ (t)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
♣r❡♠✐✉♠ ρ ❛s✿
ρ = (1− αˆ (t))
ˆ
G(t)
(p− t(p)) dF (p).
❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r❡♠✐✉♠ ✐s q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❤❡♥ p ∈ G(t)✱ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦❡s ♥♦t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ❞✐s❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧
✈❛❧✉❡s ❜② 1−αˆ (t)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐s ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦r✐❣✐♥❛t❡❞
❜② t❤✐s ❞✐s❝♦✉♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❜♦r♥❡ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳
❚❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡
✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ♣r❡♠✐✉♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①t❡r♥❛❧✐t② t❤❛t
t❤❡ ♥♦♥✲❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♠♣♦s❡s ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st t②♣❡✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦st ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s ♦✛❡r❡❞ ✐♥
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t❤❛t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t G(t)✱ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣r❡♠✐✉♠ ❛r✐s❡s✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦✛❡r✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠✳ ■❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛s ❛❜❧❡
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t) = 1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠
✇♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤✐s ❝❛♥
st✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡ ❢♦r ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢s✳
✾✸
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✸✳✹✳✶✳✶ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr❛❝t
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♣r♦♣♦s❡r s✐❞❡ ❧❡❛❞s ✉s t♦ r❡q✉✐r❡ ♦✉t ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❆ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r P❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭P❇❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t P❇❊ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ♠❛♥② ♣♦♦❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t t∗ (p) ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❛♥❞
♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t′) = 0 ❢♦r ❛♥② t′ (p) 6= t∗ (p)✳ ❯♥❞❡r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r
✇♦✉❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥② ♦✛❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t∗ (p)✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❡ ✇♦✉❧❞
r❡❥❡❝t t❤❡ ♦✛❡r ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② x = 1✱ ❣✐✈✐♥❣ 0 ♣r♦✜ts t♦ ❛❧❧ ♣❛rt✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts pi (t∗ (p) , αˆ (t∗)) ≥ I✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s t♦ ❜❡
❛♥s✇❡r❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ♦♥❡ ♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❛r❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡
❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❢❛r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
❛r❡ r♦❜✉st t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s✱ s✉❝❤ ❛s ❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥
✇❤❛t r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ t❛❝❦❧❡ ❜♦t❤ ✐ss✉❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❛t
❤❛s ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ♠❛② ✈✐❡✇ t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛s ❛ ♣❛r❛s✐t✐❝❛❧ t②♣❡ ✇❤♦ ✐s ♦♥❧②
❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥❝② t♦ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❣r♦✉♥❞s ❢♦r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ ✇❡❧❢❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝❧✐♥❡❞ t♦✇❛r❞s ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s t❤✐s ✐t ♠❛② ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥ ❜② ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❛rt②✱ ❛♥❞ ✇❡
❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt②✱ ✇❤♦ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✱ ✇♦✉❧❞
✾✹
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❝❤♦♦s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ✇❛♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
♦♥❧② t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t
❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦❧❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐t
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❛♠❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts
❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ♥♦ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜❡❢♦r❡
✐t r❡❝❡✐✈❡s ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❧❡❝t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s s✐❣♥❡❞ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t❤❛t ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛t s✐❣♥s
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♥♦r t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦st
❡❧❡❝t✐♦♥s ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ♦✛❡r ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡
♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧s✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t st✐♣✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♥❡✈❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✱ ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❜② t②♣❡ c ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥ pi (t∗ (p) , α) = I✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t (p) ≥ 0 t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿
αU (t(p), x (α) , c) + (1− α)U (t(p), x (α) , c)
❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜r♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✿
pi (t (p) , α) =
ˆ
G(t)
−
(p− t (p)) dF (p) + α
ˆ
G¯(t)
(p− t (p)) dF (p) ≥ I.
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
E (p)− pi (t (p) , α)− (1− α)
ˆ
G¯(t)
cdF (p)−
ˆ
G(t)+
(αc+ (1− α) c) dF (p).
❆s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ 0 ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦st✱ s✐♥❝❡
✾✺
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t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✐❢ t (p) < p− c✱ ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ s❡tt✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ t❛①✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ c✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st
❛♥② ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜r♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ❛♥❞ t❤✐s t❡r♠ ✐s ✵✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❜♦✐❧s
❞♦✇♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ pi (t (p) , α)+(1− α)
´
G¯(t)
cdF (p)✳ ◆♦t❡ t❤❛t pi (t (p) , α) > I ❝❛♥♥♦t
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s s✉♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② s❡t ❤✐❣❤❡r t❛①❡s✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡ pi (t (p) , α) = I ✇✐t❤♦✉t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ ✜♥❞✐♥❣ t (p) s✉❝❤ t❤❛t pi (t∗ (p) , α) = I ❛♥❞
´
G¯(t)
cdF (p) ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳
▲❡♠♠❛ ✸✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ♦❢ t❛①✐♥❣ t♦♦ ❧♦✇ ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ♥♦t
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❤♦♥♦r❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦✉♥t t❤♦s❡ ♣r♦♠✐s❡❞ ♣r♦✜ts
✐♥ ❤✐s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦
t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ t②♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝t r❡q✉✐r❡s t❤❡
✐♥✈❡st♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞✱ ♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
♣r❡♠✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ✇❡✐❣❤ts t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ♦♥❧② t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦st c ♠❛tt❡rs t♦ ❤✐♠✳ ❲❤❡♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s♦❝✐❛❧ ❝♦st ✐♥❝✉rr❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐❢ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐t ❝♦✉❧❞ r❡♣♦rt ❛ ❤✐❣❤❡r ✇❡❧❢❛r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t
st✐♣✉❧❛t❡s ❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ♠❛❦❡
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥✳ ❇② t❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ✐♥❝✉rr❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s str✐❝t❧②
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❡❧❧ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr❛❝t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ c < αc ❛♥❞ I ≤ I (c, c)✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
♠❡t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s
♦✛❡r t∗ (p) = Max {0, p− c} ❢♦r p < p∗❛♥❞ t∗ (p) = Max {0, p− c} ❢♦r p ≥ p∗✱ ✇❤❡r❡ p∗ ✐s t❤❡
✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s❡t
[
c
α
, p¯
]
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦✛❡r✱ ❛♥❞
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♦❢ t②♣❡ c ❛♥❞ p ≥ p∗✳
✾✻
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❆ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ❝♦st I ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❧②
✐❢ c < αc✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♣r♦✜ts ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✳✺ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ ✐♥✈❡st
❣✐✈❡♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❆s ✐t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②
✐ss✉❡s ❧✐♠✐t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ I (c, c)✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦st
♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥ ♦✣❝❡ ♠❛tt❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝❧❛✐♠
✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❣✐✈❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ♣r♦❜❧❡♠
✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❛♣s t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ❛t c✱ ✇❤✐❝❤
❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦❧❧❡❝t ❛♥②
t❛① ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❧♦✇ ✭i.e.✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ c✮ ❛♥❞ t❤❡♥ t❛①❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❡①tr❛❝ts ❛❧❧ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ c✳ ❚❤✐s ❝❛♣ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ♣r✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❤✐❣❤❀ t❤♦s❡ ❧♦✇❡r
t❤❛♥ p∗✳ ❇② ✜①✐♥❣ t❤✐s ❝❛♣✱ ✐t ❛✈♦✐❞s ♣❛②✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❝♦sts ❢♦r t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r✐❝❡s✱ s✐♥❝❡
❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦✜ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶ ♠❛❦❡s ✐t
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤✐s ❝❛♣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s❀ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞
♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❤❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts
✇♦✉❧❞ ♦✛❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❛①❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r t②♣❡ c✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
p∗✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ p∗ t❛①❡s ❥✉♠♣ ❞♦✇♥✱ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st t②♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ♣r♦✜t ❝❛♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t t❛①❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❛♣♣❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✺❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② s♦✉♥❞ ❡①tr❡♠❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ▲❛t✐♥ ❆♠❡r✐❝❛♥ ♣♦❧✐t✐❝s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ●♦✈✲
❡r♥♠❡♥ts ♦❢t❡♥ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❡①tr❡♠❡ ♦♣❡♥ ♠❛r❦❡t ♣♦st✉r❡s t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ t♦ ❡①tr❡♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥❛t✐♦♥❛❧✐s♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱
♥♦t ❡✈❡♥ t❤❡ ♣❛rt② t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜❡❧♦♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦st✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r❡s✐❞❡♥ts
▼❡♥❡♠ ❛♥❞ ❑✐r❝❤♥❡r ✐♥ ❆r❣❡♥t✐♥❛ ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ♣❛rt②✱ ❜✉t ❛❞♦♣t❡❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ✇✐t❤ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥✈❡st♦rs✳
✾✼
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❲❤❡♥ p∗ = c
α
✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠♦st
❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✱ I (c, c) .
❲❤② ✐s t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ♦♣t✐♠❛❧❄ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳
❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝r❡❞✐❜❧❡ ♣r♦✜t str❡❛♠ ❢♦r ♠♦st st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✱
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♣r♦✜ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤✳ ❋♦r ♠♦st st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❡①♣❡❝ts t♦
r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦✜ts t❤❛t ❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ ✭i.e., ✐♥ t❤❡ s❡t G (t∗)−✮✳ ❚❤✐s
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✜①✐♥❣ t❛①❡s t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦✜ts t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t②♣❡ c ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦✱ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r♦✜ts str❡❛♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❤✐❣❤❡r t❛①❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ p∗✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ♠❛❦❡ ♣r♦✜ts ❥✉♠♣ ✉♣
t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✉♣♦♥ ❜② t②♣❡ c✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋r♦♠ t❤❡
✐♥✈❡st♦r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✐♥ ♠♦st st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ❲✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− α) (1− F (p∗)) ❤❡ ❡①♣❡❝ts t♦ ❜❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② α (1− F (p∗))
❤❡ ❡①♣❡❝ts t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r♦✜ts t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤
α (1− F (p∗)) ♠❛② ❜❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❡r❝❡✐✈❡s ✐❢ ❤❡ ✐s ♥♦t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♦✛❡r ❛ttr❛❝t✐✈❡✳
❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❜♦♥✉s ♣❛②♠❡♥t
✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s ✐s✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥t ♦❢ c ✐❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s
❜❡❧♦✇ p∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ c ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱
t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♦♥❧② r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✉♥✐q✉❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❛❝❤ ❝❛♣
♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♣❛②♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
s✉r♣❧✉s ❛♠♦♥❣ ✐♥✈❡st♦r✱ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡
✾✽
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♣❛rt✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♠❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♦t❤❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡①t✱ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❜♦r♥ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡
t②♣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢s α✳
Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
❚❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ❜❡ ♣✉③③❧❡❞ ❛t ✜rst ❣❧❛♥❝❡ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✐s ✐t t❤❛t t❤✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ r❡❧❛t❡s t♦
t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ✐s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥
t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t G (t)✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❛①❡s ❛s ❧♦✇ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❛r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✉♣♣♦s❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢
♣r✐❝❡s✱ t❛①❡s ✇❡r❡ p− c > t∗ (p) > p− c✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡✈❡❧ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧② ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t t②♣❡✱ ❜✉t ♥♦t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝r❡❞✐❜❧❡
t♦ t❤❡ t②♣❡ c✳ ❆s ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❞✐s❝♦✉♥t
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ♣r♦✜ts ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 1− α✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥
♣r❡♠✐✉♠✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥❡r ❝♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❛♥♦t❤❡r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✜ts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ❞✐s❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❞♦♥❡ ❜② s❡tt✐♥❣ t❛①❡s ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r
s✉❜s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦✇❡r t❛①❡s t♦ ♠❛① {0, p− c}✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦✜ts✱ ❜✉t ❛ ❧❛r❣❡r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s
❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ❜❡tt❡r ❝❤♦✐❝❡
❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✇✐t❤
t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❛rt② ♦♥❧② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇❛s t♦ ❞❡s✐❣♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐ts❡❧❢ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✛❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦❢
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② α✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❚②♣❡ c ✇♦✉❧❞
✾✾
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr❛❝t
✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡
✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥✳ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
♦♥❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✇♦✉❧❞ s❡❧❡❝t✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❛❧②s✐s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❇♦t❤ ✜❣✉r❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❡❞ ❧✐♥❡✱ t (p) ❛♥❞ t∗ (p)✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❣r❛② s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❡r❝❡✐✈❡s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ G (t) ❛♥❞ G (t∗) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✹✺ ❞❡❣r❡❡s ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥tr❛❝t ✐s t❤❡ t❛① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❤❛rts✱
t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤♦ ✇♦✉❧❞ ❤♦♥♦r
❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❝♦❧❧❡❝t ❧♦✇❡r t❛①❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t (p)✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❝♦st ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞✐✛❡r ♦♥❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s t❤❛t ✐t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✳
❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❡r❝❡✐✈❡s ❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts ❛s s✐♠✐❧❛r ♦♥❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❤❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❞✐s❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❜② t②♣❡ c ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t (p) ❢❛❝❡s ♠♦r❡ ♦❢ s✉❝❤ r✐s❦✳ ❇② s❡tt✐♥❣
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t②♣❡ c✱ t❤❡ t∗ (p) ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ❛t
✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝r❡❞✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳
❆ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t ❢♦r t❤✐s t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐s t❤❛t αc− c < 0✳
✶✵✵
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
✸✳✹✳✶✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆♥❛❧②s✐s
❆s ❤✐♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❛ P❇❊ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❛♠❡ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ r❡❥❡❝t ❛♥② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦✛❡r✱ ❛s ❤❡
✇♦✉❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇
✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t s✉r✈✐✈❡s ❜❡❧✐❡❢s r❡✜♥❡♠❡♥ts ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦t❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t s✉r✈✐✈❡s ❉✐✈✐♥✐t② ✭❇❛♥❦s ❛♥❞
❙♦❜❡❧✱ ✶✾✽✼✮✱ ❛♥❞ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣❛②♦✛s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✉r✈✐✈❡s
✐t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♣t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r tr✐❡s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ r❛t✐♦♥❛❧❧②
✇❤♦ ♠❛❞❡ ❛♥ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✛❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❤❛❞ t♦ ❞♦ ✐t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❢❛❝❡s ❛♥ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✛❡r✱ ❤❡ ❛♥❛❧②③❡s ✇❤✐❝❤
t②♣❡ ✐s ♠♦r❡ ❡❛❣❡r t♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛♥ ♦✛❡r✱ ❛♥❞ t❤✐♥❦s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦✛❡r ❝❛♠❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♠♦st ❡❛❣❡r t②♣❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ♣r✐♦r✳✻
❆ ❦❡② ✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✐s ❧❡ss ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t②♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❣♦✐♥❣
t♦ ❤♦♥♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts ♠♦r❡ ♦❢t❡♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢♦r
❤✐♠✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t r❡❢❡r t♦ ♣♦rt✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②
t②♣❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✱ ❤❡ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ♥♦ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♦✛❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ✐s ♥♦t✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❡❛♣ t❛❧❦ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ❤♦♣❡
✻❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❜❡❧✐❡❢ ❜❛s❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ P❡r❢❡❝t ❇❛②❡s✐❛♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts
♠❛❦✐♥❣ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤♦s❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✐rst✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥❞ t❤♦✉❣❤t ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣♦♦❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡
t②♣❡ ❛r❡ ❝❤❡❛♣ t❛❧❦✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐st❛♥❝❡s ♦✉r ✇♦r❦ ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ✏✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✑
❜② ❈❤♦ ❛♥❞ ❑r❡♣s ✭✶✾✽✼✮ ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❣❡♥✉✐♥❡
❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✢✐❝t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s
t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t②♣❡✬s ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t②♣❡✱ ❜❡✐♥❣ t❤✐s ✐ts ♦♥❧② ❤♦♣❡ t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐♥ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥♦t✐♦♥ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t
♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡♥❡✜t ✭♥♦t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡❞✮ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ❛r❡ ♥♦t
❣♦✐♥❣ t♦ tr❛♥s♠✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣ t❛❧❦ t②♣❡ ✐s ❛s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t t❤✐s ♠❡ss❛❣❡s ❛s ✐t ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♥♦t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❞✐✈✐♥✐t②✳
✶✵✶
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✐s t❤❛t ❤✐s t②♣❡ ✐s ♥♦t r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ❝❤♦✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✛❡r t❤❛t ❝❛♥
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ ❤✐s ♣r✐♦r ❜❡❧✐❡❢s ✉♣♦♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✐t✳
❲❡ ♥♦✇ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐ss✉❡✳ ❚❛❦❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t∗ (p)
❛♥❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦✛❡r t′ (p)✳ ❈❛❧❧✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ x ∈ [0, 1] t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣
t❤❡ ♦✛❡r✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t②♣❡ c ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♦✛❡r ✭U (t′ (p) , x, c) = U (t∗ (p) , x∗, c)✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❝❛❧❧ x ∈ [0, 1] t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r s✉❝❤
t❤❛t U (t′ (p) , x, c) = U (t∗ (p) , x∗, c)✳ ❉✐✈✐♥✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❡①✐st✱ ✐❢ x ≥ x
t❤❡♥ αˆ (t′) ≥ α ✭❛♥❞ ❜♦t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞ ✐❢ x ≤ x✮✳ ■❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞♦❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦✛❡r ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t②♣❡s✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❡ ♦✛❡r ♦♥❧②
t♦ t❤❡ t②♣❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ♦♥❧② x ❡①✐st✱ t❤❡♥ αˆ (t′) = 0✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷✳ ✶✮ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s x ❛♥❞ x ❡①✐st✱ ✐❢ x ≥ x t❤❡♥ αˆ (t′) = α ✭❛♥❞ ❜♦t❤
✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞ ✐❢ x ≤ x✮✳ ✷✮ ■❢ ♦♥❧② x ❡①✐st✱ t❤❡♥ αˆ (t′) = 0 ✳ ✸✮ ■❢ ♥❡✐t❤❡r x ♥♦r x ❡①✐st✱
❛♥② ❜❡❧✐❡❢ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤♦s❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ❜② ❉✐✈✐♥✐t②✳
❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❉✐✈✐♥✐t② ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❡①✐st✱ ✐❢ x ≥ x t❤❡♥ αˆ (t′) ≥ α✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t②♣❡ c ♥♦t t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐❢ ❤❡ ❢❛❝❡s
❛♥ ♦✛❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❛♥ t❤❡ t②♣❡ c. ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♥♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② αˆ (t′) > α✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ♦✉t
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐❣♥❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❜② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥tr❛❝t ❜✉t ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❛①❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ✇❤❡r❡ t②♣❡ c ❞♦❡s ♥♦t
❡①♣r♦♣r✐❛t❡✳ ■❢ s✉❝❤ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥tr❛❝t ✇❛s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ t②♣❡ c ✐♥❞✐✛❡r❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❜❡ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ❜② t②♣❡ c✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t x > x✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t′) > α ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦ ✜♥❞ s✉❝❤
❝♦♥tr❛❝t ❛♥❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ♥❡✐t❤❡r x ♥♦r x ∈ [0, 1] ❡①✐st✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❡✈❛♥t
✶✵✷
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
r❡s♣♦♥s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ t②♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛
t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❢❛❧❧s ✐♥ ♣❛rt ✸✮ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷✱ r❡❣❛r❞❧❡ss t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ✐t ✐♥❞✉❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱
❝❛♥♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡s ♦✛❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦✛❡r✱ ❛♥❞ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s
♦❢ t②♣❡ c ❛♥❞ p ≥ p∗✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ st❛t❡s t❤❛t ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❋r♦♠ ❝♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t∗ (p) ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉t✐❧✐t② t❤❛t c
❝❛♥ ❤❛✈❡✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t) = α✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✱ ❜✉t t♦ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r t②♣❡ c✳✼ ■❢ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡①✐st❡❞✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❣✉❡ss t❤❛t t❤❡ ♦✛❡r
✇❛s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ✉♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♥ts t♦ tr❛❞❡
✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦♥❡ ❢♦r t②♣❡ c ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s
❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❤✐❣❤ ♦r ❣❡ts t❛①❡s ❛s ❧♦✇ ❛s
✐t ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ ✐♥ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ♦t❤❡r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐❢ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✈❡st♦r ❧❡❛✈❡s ✐t ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♦✉t ♦❢
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❡✐t❤❡r✳ ❆s ❤✐♥t❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r t❛①❡s ✐♥ ❧♦✇ ♣r♦✜ts s✉❜s❡t
♦❢ ♣r✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ❛❝❝❡♣t s✉❝❤ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ♦♥❧② ✐❢ ❤❡ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ❡♥t✐r❡❧② ❜♦r♥ ❜② t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s ♦❢ t❤✐s ❝❧❛ss
❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ♥♦♥
✼❆ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡ ✐❢✱ ✇❤❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ ♣r♦✈✐❞❡s
❧♦✇❡r ♣❛②♦✛s t♦ t❤❛t ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳
✶✵✸
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❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ♦✛❡r s✉❝❤ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ✉♣❞❛t❡ ❤✐s
❜❡❧✐❡❢s t♦ αˆ (t) = 0 ❛♥❞ r❡❥❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ s✐♥❝❡ ❤❡ ❤❛s ♥♦ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t②♣❡ c✳
❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳ ❆ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥✲
tr❛❝t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷✳
Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✐t ❞♦❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr❛❝t ✐❢ 0 < x¯ ≤ x < 1✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡✱ ✐❢ ❤❡ ✐s ✇♦rs❡ ♦✛ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ♦✛❡r t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t ✐t✳ ■♥
t✉r♥✱ ✐❢ ❤❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❜❡tt❡r ♦✛ ♦r ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡♥ 0 < x ≤ x ≤ 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ♥♦t ✉♣❞❛t❡
❤✐s ♣r✐♦r✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞❡✈✐❛t❡
❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ s✐♥❝❡ ❤❡ ❝❛♥ ♦✛❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✇✐❧❧
❛❝❝❡♣t ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢s α ❛♥❞ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦st ❢♦r ❤✐♠ ✭❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✮✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✭❛s
❧♦✇ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✮ ❝❛♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡✈✐❛t❡ ❛♥❞ ♦✛❡r ❛ t❛①
s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳
✸✳✺ ❆ttr❛❝t✐♥❣ ■♥✈❡st♠❡♥ts ❯♥❞❡r t❤❡ ❚❤r❡❛t ♦❢ ❊①♣r♦♣r✐❛✲
t✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❡❜t✲❧✐❦❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♦t❤❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢
❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❢✉♥❞ ❛ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♥♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦✐❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳
✶✵✹
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❈❛❧❧ tc¯ (p) ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ♣r♦✜t str❡❛♠ I (c¯) ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦st
❣❡♥❡r♦✉s ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦ ✉♥❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✇♦✉❧❞
❜❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t ♦✛❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t ✐s t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥✈❡st♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡✱ ✐❢ c¯ > p¯✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♥♦ t❛①❡s ❛t ❛❧❧✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ s✉r♣❧✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✉♥❞❡r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ r❡❝❡✐✈❡ I (c¯)✱ ❛s ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❞✐s❝♦✉♥t t❤❡ ♣r♦✜t str❡❛♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ♦❢
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t②♣❡ c ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❝♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t tc¯ (p) ✇❛s t❤❡ ❜❡st
✇❛② t♦ ❛ttr❛❝t ✐♥✈❡st♦rs✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳ I (c, c) > pi (tc¯ (p) , α)✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥♦t ♠❛❦❡ ✐♥✈❡st♦rs ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡
✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t tc¯ (p)✳
✽ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r♦✉s ❞❡❛❧ t❤❛t t❤❡
❝r❡❞✐❜❧❡ t②♣❡ ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉r♣❧✉s t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ✐t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜ts t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ❡①♣❡❝ts ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦✜t s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t②♣❡ c ❝❛♥ ❝♦♠♠✐t t♦✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐❧❧ ❣r❡❛t❧②
❞✐s❝♦✉♥t t❤❛t ♣r♦❥❡❝t ❢♦r ♥♦t ❜❡✐♥❣ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦st r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♦❢ t②♣❡ c✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t tc¯ (p) ❢♦❝✉s❡s t♦♦ ♠✉❝❤ ♦♥ ✇❤❛t t❤❡ ❝r❡❞✐❜❧❡
t②♣❡ ❝❛♥ ❞♦✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧♦✐t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❣❛✐♥s ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ✾
✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ r❡❝❡♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦✉rts t♦ ♣r♦t❡❝t ✐♥✈❡st♦rs ❢r♦♠ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡s✐st
t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❤❡♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❢❛✈♦r❛❜❧❡✱ s✉❣❣❡st❡❞ ✉s t♦ ❧♦♦❦
✽❘❡♠❛r❦ ✸✳✶ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ tc¯ (p) ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛
❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇✐t❤ p∗ = p✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❥❡❝ts ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t p∗ = c
α
✱
✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s I (c, c)✳
✾❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t♦ t❤✐s r❡♠❛r❦ ✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts t②♣❡s ❧❛❝❦❡❞ ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❝❛♣❛❝✐t②✱
i.e.✱ c = 0✳ ❚❤✐s r❛t❤❡r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❡❧❞✱
t❤❡♥ I (c, c) ✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ pi (tc¯ (p) , α)✳
✶✵✺
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❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊♥❣❡❧ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❡r ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❙tr♦❡❜❡❧ ❛♥❞ ✈❛♥ ❇❡♥t❤❡♠
✭✷✵✶✸✮✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦✛❡r❡❞
t♦ ❛♥ ✐♥✈❡st♦r ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛ s✉♥❦ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❢❛❝❡s ♣r✐❝❡ r❡❧❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss r✐s❦ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞✳ ■♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ✐s ❝r❡❞✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡❝♦✈❡r ❤✐s s✉♥❦ ❝♦st✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❤♦♣❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♦❢ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤✉s tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦st❧②✱ ✐❢ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♠✉❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❡✈❡♥
✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♣♦♦❧ t❤❡✐r ❝♦♥tr❛❝t ♦✛❡rs✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡
❧♦✇ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t✇♦ ♣r♦✜t ❝❛♣s
t❤❛t ❛♣♣❧② ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ♣r✐❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛❦❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜ts ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❜❡❧✐❡❢s✳
❖✉r ❧✐♥❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✉s❡s ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐t✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t②✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r s✐❣♥❛❧✐♥❣✱ ✐t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✇❛②s ♦❢
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥s ❝♦sts✳ ❲❡r♥❡r❢❡❧t ❛♥❞ ❩❡❝❦❤❛✉s❡r ✭✷✵✶✵✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦♦❧s
s✉❝❤ ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ♦r ✉s✐♥❣ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜✐♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ❆ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s✉❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ♣❛rt② ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞
❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t t♦♦❧s✳
✶✵✻
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❆❝❡♠♦❣❧✉✱ ❉✳✱ ●✳ ❊❣♦r♦✈✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙♦♥✐♥ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ♣♦♣✉❧✐s♠✯✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧②
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✳
❆❣❤✐♦♥✱ P✳ ❛♥❞ ▲✳ ◗✉❡s❛❞❛ ✭✷✵✶✵✮✳ P❡tr♦❧❡✉♠ ❝♦♥tr❛❝ts✿ ❲❤❛t ❞♦❡s ❝♦♥tr❛❝t t❤❡♦r② t❡❧❧ ✉s❄ ■♥
❲✳ ❍♦❣❛♥ ❛♥❞ ❋✳ ❙t✉r③❡♥❡❣❣❡r ✭❊❞s✳✮✱ ❚❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❚r❛♣✳ Pr✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t
P✉❜❧✐❝ ❈♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ▼■❚ Pr❡ss✳
❇❛♥❦s✱ ❏✳ ❙✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙♦❜❡❧ ✭✶✾✽✼✱ ▼❛②✮✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ●❛♠❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡t✲
r✐❝❛ ✺✺ ✭✸✮✱ ✻✹✼✕✻✶✳
❇♦❤♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ❘✳ ❚✳ ❉❡❛❝♦♥ ✭✷✵✵✵✮✳ ❖✇♥❡rs❤✐♣ r✐s❦✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳
❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✾✵ ✭✸✮✱ ✺✷✻✕✺✹✾✳
❇♦②❛r❝❤❡♥❦♦✱ ◆✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❚✉r♥✐♥❣ ♦✛ t❤❡ t❛♣✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❡❝t♦r✳
❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❙❙❘◆ ✾✻✸✼✼✾ ✳
❈❤♦✱ ■✳✲❑✳ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ❑r❡♣s ✭✶✾✽✼✱ ▼❛②✮✳ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❙t❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧②
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✵✷ ✭✷✮✱ ✶✼✾✕✷✷✶✳
❊♥❣❡❧✱ ❊✳ ▼✳ ❛♥❞ ❘✳ ❉✳ ❋✐s❝❤❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝ts ✉♥❞❡r t❤r❡❛t ♦❢
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❲✳ ❍♦❣❛♥ ❛♥❞ ❋✳ ❙t✉r③❡♥❡❣❣❡r ✭❊❞s✳✮✱ ❚❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❚r❛♣✳ Pr✐✈❛t❡
✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t P✉❜❧✐❝ ❈♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ▼■❚ Pr❡ss✳
●✉r✐❡✈✱ ❙✳✱ ❆✳ ❑♦❧♦t✐❧✐♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙♦♥✐♥ ✭✷✵✶✶✮✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ◆❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❖✐❧ ❙❡❝t♦r✿
❆ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ P❛♥❡❧ ❉❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛✇✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✷✼ ✭✷✮✱
✸✵✶✕✸✷✸✳
▼❛s❦✐♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✵✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✲❛❣❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✿ ❚❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t② ✱ ✸✼✾✕✹✵✾✳
✶✵✼
❖■▲ ❊❳❚❘❆❈❚■❖◆ ❈❖◆❚❘❆❈❚❙ ❆◆❉ ❚❍❊ ❊❳P❘❖P❘■❆❚■❖◆ P❘❊▼■❯▼
▼❛s❦✐♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ❏✳ ❚✐r♦❧❡ ✭✶✾✾✷✱ ❏❛♥✉❛r②✮✳ ❚❤❡ Pr✐♥❝✐♣❛❧✲❆❣❡♥t ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥❢♦r♠❡❞
Pr✐♥❝✐♣❛❧✱ ■■✿ ❈♦♠♠♦♥ ❱❛❧✉❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✻✵ ✭✶✮✱ ✶✕✹✷✳
▼❛ts❡♥✱ ❊✳✱ ●✳ ❏✳ ◆❛t✈✐❦✱ ❛♥❞ ❘✳ ❚♦r✈✐❦ ✭✷✵✶✷✱ ❆♣r✐❧✮✳ P❡tr♦ ♣♦♣✉❧✐s♠✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✷✵✶✷✴✵✻✱
◆♦r❣❡s ❇❛♥❦✳
❙♣✐❧❧❡r✱ P✳ ❚✳ ✭✷✵✵✽✱ ❆✉❣✉st✮✳ ❆♥ ■♥st✐t✉t✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❈♦♥tr❛❝ts✿ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ■♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡rs ✶✹✶✺✷✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥❝✳
❙tr♦❡❜❡❧✱ ❏✳ ❛♥❞ ❆✳ ✈❛♥ ❇❡♥t❤❡♠ ✭✷✵✶✸✱ ❉❡❝❡♠❜❡r✮✳ ❘❡s♦✉r❝❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❈♦♥tr❛❝ts ❯♥❞❡r ❚❤r❡❛t
♦❢ ❊①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✾✺ ✭✺✮✱ ✶✻✷✷✕
✶✻✸✾✳
❚❤♦♠❛s✱ ❏✳ ❛♥❞ ❚✳ ❲♦rr❛❧❧ ✭✶✾✾✹✱ ❏❛♥✉❛r②✮✳ ❋♦r❡✐❣♥ ❉✐r❡❝t ■♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❘✐s❦ ♦❢ ❊①♣r♦♣r✐✲
❛t✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✻✶ ✭✶✮✱ ✽✶✕✶✵✽✳
❲❡r♥❡r❢❡❧t✱ ◆✳ ❛♥❞ ❘✳ ❩❡❝❦❤❛✉s❡r ✭✷✵✶✵✮✳ ❉❡♥②✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❣r❛❜✳ ■♥ ❲✳ ❍♦❣❛♥ ❛♥❞
❋✳ ❙t✉r③❡♥❡❣❣❡r ✭❊❞s✳✮✱ ❚❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❚r❛♣✳ Pr✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t P✉❜❧✐❝ ❈♦♠✲
♠✐t♠❡♥t✳ ▼■❚ Pr❡ss✳
✶✵✽
❆♣♣❡♥❞✐① ❆
Pr♦♦❢s
❆✳✶ Pr♦♦❢s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♣r♦♦❢s t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡
❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W (a, d) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✇❡❧❢❛r❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❛ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✱
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ vi✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶
❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② r✉❧❡s ❡♥s✉r❡ t❤❛t r✐✈❛❧s ❛r❡ ♣❧❛②✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ss✉♠❡
♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ✭❛♥❞ ✇❡ ❧❛t❡r ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❞s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳✶ ❋♦r ❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r✐✈❛❧✬s
✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❞❞❡r✬s st❛t❡ ❜② st❛t❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡✿
vi − bqi + c = p.
▲❛r❣❡ ❜✐❞❞❡rs ❢❛❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t ❛♥② ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ♣r✐❝❡✱ si (p) = qi ❛♥❞ t❤❛t qi
∂p(qi,·)
∂qi
✶▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♦♥❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦✉r ❧✐♥❡❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
✶✵✾
P❘❖❖❋❙
❝❛♥❝❡❧s ❛✇❛② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❞✐s❝♦✉♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❞❞❡r✬s
✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ tr✉t❤❢✉❧ ❜✐❞❞✐♥❣ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❲❤❡♥ ❜✐❞❞❡rs ♣❧❛② t❤❡✐r ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣②✱ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ♣r✐❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❜✐❞❞❡rs✬ ✜rst ♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ −b− ∂p(qi,·)
∂qi
< 0✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶
❱✐❝❦r❡② ❆✉❝t✐♦♥✿
❚❤❡ ❋✐rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐s✿
∂E (W (av, c) | Θ)
∂c
= −c(b+ α) + α (E (vi | θl)− E (vi | θs)) = 0.
❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts✿ cv =
α
b+α
(E (vi | θl)− E (vi | θs)) .
❆❧s♦✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ∂
2E(W (av ,c)|Θ)
∂c2
= − (b+α)mn
b2(m+n)
< 0✳
❯♥✐❢♦r♠ Pr✐❝❡ ❆✉❝t✐♦♥✿
❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿
∂E (W (au, c) | Θ)
∂c
= −b ((m+ n− 2) c+ E (vi | θl)− E (vi | θs))+(m+ n− 2)α (c− (E (vi | θl)− E (vi | θs))) = 0.
❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ cu =
(
α
b+α
− b
(b+α)(m+n−2)
)
(E (vi | θl)− E (vi | θs))✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s✿
∂2E (W (au, c) | Q,Θ)
∂c2
= −
mn(−2 +m+ n)2(b+ α)
b2(−1 +m+ n)2(m+ n)
< 0.
✶✶✵
P❘❖❖❋❙
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦❧✐❝② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❈❧❛✐♠ ❆✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t
❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✶✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❛✉❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s W (az, d
∗
z) −W (az′ , d
∗
z′) ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿
m+n∑
i=1
E (vi (qi (az, d
∗
z, θi)− qi (az′ , d
∗
z′ , θi)) | Θ)−(b+ α)
1
2
(V ar (qi (az, d
∗
z, θi | Θ))− V ar (qi (az′ , d
∗
z′ , θi) | Θ)) .
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ E (vi (qi (az, d
∗
z, θi)− qi (az′ , d
∗
z′ , θi)) | Θ)✱ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✉s❡s t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣♦❧✐❝②✱
t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
W (az, d
∗
z) =
m+n∑
i=1
E
(
viqi (az, d
∗
z, θi)−
b
2
qi (az, d
∗
z, θi)
2 −
α
2
(
qi (az, d
∗
z, θi)−
Q
m+ n
)2
| Θ
)
.
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ E
(
qi (·)
2 | Θ
)
= V ar (qi (·) | Θ)+E (qi (·) | Θ)
2✳ ❇② ❧❡♠♠❛
✶✳✸✱ E (qi (az, d
∗
z, θi) | Θ) = E (qi (az′ , d
∗
z′ , θi) | Θ)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t V ar
(
qi (·)−
Q
m+n
| Θ
)
= V ar (qi (·) | Θ)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r
❛r❣✉♠❡♥t✳
◆❡①t✱ t❛❜❧❡ ❆✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t q✉❛♥t✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇✐t❤ βuc =
(
m+n−2
m+n−1
)2
❛♥❞ λ =
(
1
(m+n)b
)2
✿
✶✶✶
P❘❖❖❋❙
❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ V ar (qi (az′ , d
∗
z′ , θi) | Θ)
P♦❧✐❝② ▲❛r❣❡ ❇✐❞❞❡rs (θl) ❙♠❛❧❧ ❇✐❞❞❡rs (θs)
(av, cv) λ
(
(m+ n− 1)2 σl + (n− 1)σl + σsm
)
λ
(
(m+ n− 1)2 σs + (m− 1)σs + σln
)
(au, cu) λβuc
(
(m+ n− 1)2 σl + (n− 1)σl + σsm
)
λβuc
(
(m+ n− 1)2 σs + (m− 1)σs + σln
)
(av, Qs)
(
1
b
)2
σl
(n−1)
n
(
1
b
)2
σs
(m−1)
m
(au, Qs)
(
1
b
)2
σl
1
n
(n−2)2
(n−1)
(
1
b
)2
σs
1
m
(m−2)2
(m−1)
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ❝♦♠♣❧❡t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛✐♠ ✶✿
❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❈❧❛✐♠ ❆✳✶ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
P♦❧✐❝✐❡s (az, d
∗
z) ,
(
az′ , d
∗
z′
) ∑m+n
i=1 E
(
vi
(
qi (az, d
∗
z, θi)− qi
(
az′ , d
∗
z′ , θi
))
| Θ
)
(av, cv) , (au, cu)
mσs+nσl
b(m+n)
(av, cv) , (av, Qs)
mσl+nσs
b(m+n)
(av, cv) , (au, Qs)
(2m+n.)σl+σs(2n+m)
b(m+n)
(au, cu) , (av, Qs)
(m−n)
b(m+n) (σl − σs)
(au, cu) , (au, Qs) 2
mσl+nσs
b(m+n)
(av, Qs) , (au, Qs)
σl+σs
b
❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❚❛❜❧❡s ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡
♦❢ ❛♥② t✇♦ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts α s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ α ≤ α✱ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s t❤❡
♣r❡❢❡rr❡❞ ♣♦❧✐❝②✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ (av, cv) ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♣♦❧✐❝② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛✐♠ ❆✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❛t✿
✶✶✷
P❘❖❖❋❙
❼ E (W (av, cv)−W (au, cu) | Θ) > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α <
b
−3+2m+2n
= α1.
❼ E (W (av, cv)−W (av, Qs) | Θ) > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α < b = α2.
❼ E (W (av, cv)−W (au, Qs) | Θ) > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
α <
b
(
−1 +m2
)
nσl + bm
(
−1 + n2
)
σs
(−1 +m) (n(−3 + 2n) +m(−4 + 3n))σl + (−1 + n) (−4n+m (−3 + 2m+ 3n))σs
= α3.
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐sts ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝②✱ ✷ α1 ✐s
❛❧✇❛②s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ α < α1 = α✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❜✐❞❞✐♥❣
❝r❡❞✐ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts α s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ α < α ≤ α ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts
✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣♦❧✐❝②✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ (au, cu) ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦❧✐❝②
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❛t α < α✳
■♥ ♦r❞❡r ✜♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r E (W (au, cu)−W (av, Qs) | Θ) > 0 ✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ α4✿
α4 =
b(m+ n)((−1 +m)σl + (−1 + n)σs)
m2(σl − 2σs)−m((1 + n)σl + (−3 + n)σs) + n((3− 2n)σl + (−1 + n)σs)
.
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ E (W (au, cu)−W (av, Qs) | Θ) > 0
❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❞♦♠✐♥❛t❡s
t❤❡ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ α4 > 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ❱✐❝❦r❡② ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ♦♥❧② ✐❢ α < α4✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ E (W (au, cu)−W (au, Qs) | Θ) > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿
α <
bmn(m+ n) ((m− 1)σl + (n− 1)σs)
(m− 1)m (m (3n− 4) + n (3n− 8) + 4)σl + (n− 1)n (n (3m− 4) +m (3m− 8) + 4)σs
= α5.
✷❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ m+ n❃✷ ❢♦r (au, cu) ❛♥❞ Min {m,n} > 2 ❢♦r (au, Qs)✳
✶✶✸
P❘❖❖❋❙
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡t✲❛s✐❞❡s ❛✉❝t✐♦♥ ❡①✐sts✱ α5 > 0 ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ m ❛♥❞ n ❛r❡
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✳
❲❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ α4 > 0✱ t❤❡♥ α4 > α5✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t
α5 > α✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ α < α ≤ α = α5✱ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ✐s
t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦♣t✐♦♥✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✹✳ ❲❤❡♥ α > α✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡t✲❛s✐❞❡s ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♣♦❧✐❝②✳
Pr♦♦❢✳ ❈❧❛✐♠ ❆✳✸ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t (au, Qs) ❞♦♠✐♥❛t❡s (au, cu) ✇❤❡♥ α > α✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝❤❡❝❦
✇❤❡t❤❡r ✐❢ ❢♦r s♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ α✱ (av, Qs) ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ (au, Qs)✳
E (W (au, Qs)−W (av, Qs) | Θ) > 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α >
b((−1+m)σl+(−1+n)σs)
(−1+m)(−3+2n)σl+(−3+2m)(−1+n)σs
= α6✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t✲❛s✐❞❡s✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❧❡ss ✐♥tr❛✲
❣r♦✉♣ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✇❤❡♥ α ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t α6 < α✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝r❡❞✐ts ❝❡❛s❡s t♦
❜❡ t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥✱ α ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t E (W (au, Qs)−W (av, Qs) | Θ) > 0✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡r ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ {qi}
n+m
i=1 t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✇❡❧❢❛r❡ s✉❝❤
t❤❛t
∑m+n
i=1 qi −Q = 0✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✿
max
{qi}
n+m
i=1
m+n∑
i=1
(
Ui (qi, vi)− α
(
qi −
Q
m+ n
)2)
− λ
(
m+n∑
i=1
qi −Q
)
.
❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ i✿
vi − bqi − α
(
qi −
Q
m+ n
)
− λ = 0
✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤✐s ❢♦r♠s ❛ s②st❡♠ ♦❢ (n +m + 1) ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ qi =
Q
m+n
+
((m+n−1)vi−
∑
−i vj)
(m+n)(b+α)
✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦r♠ t❤❡
✶✶✹
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❜♦r❞❡r❡❞ ❤❡ss✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠ ❛ n + m ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
✇✐t❤ (−b− α) ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r❡❞ ❤❡ss✐❛♥ ✐s✿
H =

0 1 1 ... 1
1 − (b+ α) 0 ... 0
1 0 − (b+ α) ... ...
... ... ... ... 0
1 0 ... 0 − (b+ α)

.
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♠✐♥♦rs ❛❧t❡r♥❛t❡ t❤❡✐r s✐❣♥✿ H2 = −1✱H3 = 2 (b+ α)✱Hi = (−1)
i−1 (i− 1) (b+ α)i−2✳
❆✳✷ Pr♦♦❢s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛♥ ❛❣❡♥t ❛s ❧♦♥❣ ❛s f (a) > a✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✷✳✷✳ ❍❡♥❝❡✱ ✜r♠s ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜①✐♥❣
wf (f (a)) = f
−1 (f (a)) = a t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳
■♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✿ Pr♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ✜r♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ v¯
(
f (a)− c
∆v
)
> v (f (a)− a) ✐s ♠❡t✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ a˜ (·) s✉❝❤ t❤❛t
v¯ ≥ v (f (a)− a) ✐❢ a > a˜ (·) ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡✈❡rs❡s ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ a˜ (·)✿ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❡
✜♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❣✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❤❡♥ f (a)∆v + va ≥ v¯ c
∆v
✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (a)∆v + va ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ f
(
c
∆v
)
∆v+v c
∆v
> v¯ c
∆v
❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts a˜ (·) s✉❝❤ t❤❛t f (a)∆v+va = v¯ c
∆v
❛♥❞
t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✉♥✐q✉❡✳
❲❤❡♥ a ≥ a˜✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡♠ ✐s
✶✶✺
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wf (f (a)) = Max
{
c
∆v
, a
}
✳ ❋♦r ❧❡✈❡❧s ♦❢ a˜ (·) ≤ a ≤ c
∆v
✱ wf (·) =
c
∆v
❛♥❞ ✇❤❡♥ a > c
∆v
✱ wf (·) = a✳
❲❤❡♥ a ≤ a˜ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✇❛❣❡ wf (·) = a ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♦♥❡
❡♥s✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷
❲❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡❧❢❛r❡ t❤❛t ❛ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜② ✜①✐♥❣ w (fg) <
c
∆v
✳ ❲✐t❤ t❤✐s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✇❛❣❡s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ✐s a˜ (·)✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❛s ✸ st❡♣s✳ ✶✮ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s s❡t t♦ ❛ttr❛❝t ❛s ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛♥ts ❛s ❥♦❜
✈❛❝❛♥❝✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t nNI = min {f−1 (fg) , a˜ (·)}✳ ✷✮ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ s❡tt✐♥❣ w (fg) > n
NI ✳ ✸✮ ❲❡ ✜♥❞ t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐s
♠❡t✳
✶✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t w (fg) = n
NI ✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ❡q✉❛❧s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t s✐③❡✳ ❚❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s✐③❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t
nNI ≤ a˜ (·)✳
max
n∈[0,a˜(·)]
WI = n (vfg − c) +
(ˆ a˜(·)
n
vf (a) da+
ˆ a¯
a˜(·)
(v¯f (a)− c) da
)
.
❋✐rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ f
(
nNI
)
= fg ✐❢ f
−1 (fg) < a˜ (·) ♦r t❤❡ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥ n
NI = a˜ (·) ✐❢
f (a˜ (·)) < fg✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ f
′ (a) > 0✳
✷✮ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛❣❡ ❛❜♦✈❡ nNI tr✐❣❣❡rs ❛ ♠✐s❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❧❡♥ts ✐❢ nNI < a˜ (·)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
❛ ✇❡❧❢❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡✱ s✐♥❝❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ♦✉t♣✉t ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ nNI (v) fg✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ ♣r✐✈❛t❡✬s
s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡ ♠❛❦❡s ❛♥ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡
s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ f
(
nNI
)
❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❥♦❜✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ r❛t✐♦♥✐♥❣ r✉❧❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛♥t ✇✐t❤
❛t ♠♦st ❤✐s ♦✇♥ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✇❡❧❢❛r❡✳
■♥ t✉r♥✱ ✇❤❡♥ nNI = a˜ (·)✱ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✇❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛ttr❛❝t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥t✱
✶✶✻
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❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t w (fg) <
c
∆v
✐s ♠❡t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✐♥ ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ✇❛② ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✉t✐❧✐t✐❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ♣✉r❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡s✳
✸✮ ❚❛①❡s ❛r❡ s❡t t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❛❣❣r❡❣❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✿
a¯t = vw (fg)n
NI =⇒ t = vnNI
nNI
a¯
.
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✸
❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛❣❡♥ts ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ♣✉❜❧✐❝ ✇❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st
w (fg) ≥
c
△v
✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛♥ts t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❤❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✐t ❣✐✈❡s
✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s c
△v
✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❤❛s ✸ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t
✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ r❛t✐♦♥✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ✇❛❣❡ ✐s ❛❜♦✈❡ c
△v
✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❞♦❡s ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✜① ❛ ✇❛❣❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ c
△v
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❛①❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥t✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✺✳ ■❢ w (fg) = r ≥
c
△v
✱ t❤❡♥ nI = r ✐❢ vfg − c < F (r) ❛♥❞ n
I = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❤♦♦s❡s ❛ s✐③❡ n t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿
max
n∈[0,r]
WI = n (vfg − c) +
(ˆ a˜(·)
0
vf (a) da+
ˆ r
a˜(·)
(v¯f (a)− c) da
)
r − n
r
+
ˆ a
r
(v¯f (a)− c) da.
❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ t✇♦ ❝♦r♥❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ (vfg − c) ≶ F (r)✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❣✐✈❡♥ f
(
c
△v
)
> fg > f (0) ❛♥❞ f
′ (a) > 0✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ f (a) ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ✷ ❝♦r♥❡r
s♦❧✉t✐♦♥s✳
❈❧❛✐♠ ❆✳✻✳ ■❢ vfg − c < F
(
c
△v
)
✱ t❤❡ ✇❛❣❡ w (fg) =
c
△v
✐s ♦♣t✐♠❛❧✳
✶✶✼
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❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❝❧❛✐♠ ❆✳✺✱ t❛❦❡ nI = w (fg)✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❛❣❡ w (fg) =
c
△v
✱ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t♦❣❡t❤❡r✿
dW
dr
|r= c
△v
= −
(
v¯f
(
c
△v
)
− c
)
+ (vfg − c) < 0
❜❡❝❛✉s❡ fg < f
(
c
△v
)
❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✸✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❛①❡s ❛r❡ s❡t t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✿
a¯t = vw (fg)n
I =⇒ t = v¯
c
△v
c
△v
a¯
.
❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦✿
WI −WNI =
c
△v
(vfg − c)−
(
nNI (v) fg +
ˆ a˜(·)
nNI
vf (a) da+
ˆ c
△v
a˜(·)
(vf (a)− c) da
)
.
▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ fg✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❦ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t fg = f (a˜ (·))✱
s✐♥❝❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t nNI ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧❡♠♠❛ ✷✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ♣♦✐♥t✱ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ fg :
d (WI −WNI)
dfg
|nNI=a˜(·) =
c
△v
v − a˜ (·) v > 0
d (WI −WNI)
dfg
|nNI=f−1(fg) =
c
△v
v − f−1 (fg) v > 0.
✶✶✽
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■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞ ❜❡❝❛✉s❡ c
△v
> nNI ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡WI−WNI ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ fg✳
▲♦✇❡r ❇♦✉♥❞
◆❡①t✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ fg ❛t ✐ts ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱
(
c
△v
)
✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✶✿
WI −WNI |fg= c△v =
(
c
△v
− nNI
)(
v
c
△v
− c
)
−
(ˆ a˜(·)
nNI
vf (a) da+
ˆ c
△v
a˜(·)
(vf (a)− c) da
)
.
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❛s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✿ WI−WNI |fg= c△v <
(
c
△v
− a˜ (·)
)(
v c
△v
− c
)
−(´ c
△v
a˜(·)
(
v c
△v
− c
)
da
)
−
´ a˜(·)
nNI
v c
△v
da < −
(´ c
△v
a˜(·)
(
v c
△v
− c
)
da
)
< 0✳ ❚♦ ❣❡t t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t f (a) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ f
(
nNI
)
> c
△v
✱ ❜❡❝❛✉s❡ nNI ≤ a˜ (·)✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ fg✱ s♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐♥
s✉❝❤ ❝❛s❡✳
❯♣♣❡r ❇♦✉♥❞
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ fg ❛t ✐ts ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ f
(
c
△v
)
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ✇❡❧❢❛r❡✿
WI−WNI |fg=f( c△v )
=
(
c
△v
− a˜ (·)
)(
vf
(
c
△v
)
− c
)
+a˜ (·)
(
△vf
(
c
△v
)
− c
)
−
(ˆ c
△v
a˜(·)
(vf (a)− c) da
)
.
❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ WI−WNI |fg=f( c△v )
>
(
c
△v
− a˜ (·)
)(
vf
(
c
△v
)
− c
)
−(´ c
△v
a˜(·)
(
vf
(
c
△v
)
− c
)
da
)
+ a˜ (·)
(
△vf
(
c
△v
)
− c
)
= a˜ (·)
(
△vf
(
c
△v
)
− c
)
> 0✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t f (a) > a ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ s♦
´ c
△v
a˜(·)
(
vf
(
c
△v
)
− c
)
da >
´ c
△v
a˜(·) (vf (a)− c) da ✳
✶✶✾
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ yg s✉❝❤ t❤❛t✱
✐❢ fg ≥ yg ✱ t❤❡♥ WI −WNI ≥ 0 ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s r❡✈❡rt✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
WI −WNI ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ fg = f (a˜ (·))✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ f (a) ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yg > f (a˜ (·))✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t yg < f (a˜ (·))✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝♦✈❡r ❛ ♥❡✇ ❛♥❝❤♦r ♦✈❡r ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛s ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳
❲❤❡♥ f (a) = ka✱ a˜ (·) = c
△v
v
(v+k△v)
✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ WI − WNI ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ fg✳ ❊✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
fg = f (a˜ (·)) t❤✐s ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s✿
WI −WNI |fg=f(a˜(·)) = −
v¯c2 (k − 1) ((k − 1) k△v − 2v)
2k△v(v + k△v)2
.
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ 1
2
k (k − 1)△v ≥ v✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✈❡r✐✜❡s t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t k > 1✱ ✐s k = 1
2
(
1 +
√
(v+7v)
∆v
)
✳ ❆t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ k✱ ❜♦t❤ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳
❲❤❡♥ k > 1
2
(
1 +
√
(v+7v)
∆v
)
✱ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡✈❡rs❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭WI − WNI ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t
fg = f
(
c
△v
)
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t fg =
c
△v
✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ WI −WNI |fg=f(a˜(·)) ❛s ❛ ♥❡✇ ❛♥❝❤♦r ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ fg t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦r
♥♦t✱ yg✱ ✐s yg < f (a˜ (·)) ✐❢ k <
1
2
(
1 +
√
(v+7v)
∆v
)
❛♥❞ yg > f (a˜ (·)) ✐❢ k >
1
2
(
1 +
√
(v+7v)
∆v
)
✳
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❆✳✸ Pr♦♦❢s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸
Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶
❚❛❦❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ tˆ(p)✱ s✉❝❤ t❤❛t G
(
tˆ
)
+
6= ∅✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ♠❛ss ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ p− c > tˆ(p)✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤✐s✱
t❤❡ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r♦✜ts ❛r❡✿
pi =
ˆ
G(tˆ)
−
(p− t(p)) dF (p) +
ˆ
G(tˆ)
+
0dF (p).
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝❛♥ ♦✛❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ t′(p)✱ s✉❝❤ t❤❛t G (t′)+ = ∅✱ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❜② s✐♠♣❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❛①❡s ✐♥ t❤❡ s❡t
´
G(tˆ)
+
✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡✜♥❡ t′(p) =
tˆ(p) ✐❢ p− c < tˆ(p)✱ ❛♥❞ t′(p) = p ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤✐s t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ tˆ(p) ✐♥ t❤❡ ♣❛rt ✐♥ ✇❤✐❝❤
✐t ✐s ❝r❡❞✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ✵ ♣r♦✜ts t♦ t❤❡ ✜r♠ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t′(p)✱ t❤❡ ✜r♠
❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❜✉t ❡①♣❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦✜ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✳
Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉❡♥♦t❡ p˜i(p∗) ❛s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ♣r♦✜t s❝❤❡❞✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
❛ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜t str❡❛♠ ♦❢ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥ ❝❛♥
❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿
p˜i(p∗) =
ˆ c
0
pdF (p) +
ˆ p∗
c
cdF (p) + α
ˆ p
p∗
Min {p, c} dF (p)
❜✉t ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐✉♠✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❜② ✜♥❞✐♥❣ I (c, c)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ✜♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r p∗✳
✶✷✶
P❘❖❖❋❙
Pr♦♦❢ ♦❢ ❖♣t✐♠❛❧✐t②
❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② t (p)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♣r♦✜t
str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p˜i(y) ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦❧② ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥✳
❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② ❝♦♥tr❛❝t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t (p) > Max {0, p− c} ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
G (t) ♦r t (p) > Max {0, p− c} ❢♦r P ⊂ G (t)− ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥tr❛❝t ❛s t❤❡ ♦♥❡ st✐♣✉❧❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦❧② ❧♦✇❡r ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❧
t˜ (p) ♦♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❉✉❡ t♦ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❤❛s t♦ s❛t✐s❢②✿
ˆ
G(t˜)
−
(
p− t˜ (p)
)
dF (p) + α
ˆ
G(t˜)
(
p− t˜ (p)
)
dF (p) = I.
❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts y˜ ∈
(
p, p
)
s✉❝❤ t❤❛t
´ y˜
p
Min {p, c} dF (p) =
´
G(t˜)
−
(
p− t˜ (p)
)
dF (p)✳
❇❡❝❛✉s❡ s✉❜s✐❞✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜♦t❤ s❡ts
[
p, y˜
]
❛♥❞ G
(
t˜
)
−
♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s[
p, c
]
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡t✱ t˜ (p) ≥ 0 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦✜t ❝❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t st✐♣✉❧❛t❡s ③❡r♦ t❛①❡s✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ♣r✐❝❡s ✐♥ [c, y˜]✱ t❤❡ ♣r♦✜t ❝❛♣ t❛①❡s ❛r❡ p− t (p) = c✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t˜ (p)✱
p− t˜ (p) ≤ c ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t G
(
t˜
)
−
\
[
p, c
]
✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❤✐♥❣s ✐♠♣❧② t❤❛t
´ y˜
p
dF (p) = F (y˜) ≤
´
G(t˜)
−
dF (p)✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❧♦✇ ♣r♦✜t ❝❛♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❧❡✈❡❧ yˆ ∈ [y˜, p]
s✉❝❤ t❤❛t F (yˆ) =
´
G(t˜)
−
dF (p) ✭s♦ ❜♦t❤ s❡ts ❛r❡ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r♦✜t ❝❛♣
p− t (p) = Min {p, c} ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s [yˆ, p]✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡ts ♦❢ ♣r✐❝❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✿ 1− F (yˆ) =
´
G(t˜) dF (p)✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜t ❝❛♣♣✐♥❣
❝♦♥tr❛❝t ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t˜ (p)✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❛①❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♣♦ss✐❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t②♣❡ c ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦
t❤❡ s✉❜s❡t [yˆ, p] ❝♦♥t❛✐♥s ♣r✐❝❡s ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ s❡t G
(
t˜
)
−
✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
´ p
yˆ
Min {p, c} dF (p) ≥
´
G(t˜)
(
p− t˜ (p)
)
dF (p)✳
❚♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♠♣❧② t❤❛t p˜i (yˆ) =
´ yˆ
p
Min {p, c} dF (p) +α
´ p
yˆ
Min {p, c} dF (p) ≥ I✳ ●✐✈❡♥
✶✷✷
P❘❖❖❋❙
t❤❛t ✇❤❡♥ p˜i (p) = I (c) < I ✭❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ s✉✣❝❡s t♦ ✜♥❞
p∗ ∈ [yˆ, p] s✉❝❤ t❤❛t p˜i (p∗) = I✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ p∗ s✉❝❤ t❤❛t pi (p∗) = I✱ t❛❦❡
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t 1− F (p∗) ≤
´
G(t˜) dF (p)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r✳
❊①✐st❡♥❝❡
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❝♦♥tr❛❝t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ❛ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p˜i(p∗)✳ ❍❡♥❝❡✱ I (c, c) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡r♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ p˜i(p∗) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p∗✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ c−αc < 0✱ t❤❡♥ I (c, c) > I (c)✱
❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❧❡✈❡❧s ♦❢ I ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡
❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝t ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢
I < I (c, c)✱ s✐♥❝❡ I (c, c) ≥ I > I (c)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ p˜i(y) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y✳ ❚❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡✿
dp˜i(y)
dy
= c− αy = 0 ✐❢ y < c ♦r✱
dp˜i(y)
dy
= c− αc = 0 ✐❢ y ≥ c.
❙✉♣♣♦s❡ c − αc ≥ 0✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♥tr❛❝t ✜①✐♥❣ y = p¯ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ♣r♦✜t ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ✇✐t❤ y = c✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ I (c) t❤❛t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✸✳✶✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❛t c − αc < 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t
dp˜i(y)
dy
= c− αc < 0 ✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❛t y ≥ c✳
❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ✉s ✇✐t❤ ♦♥❧② ✶ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ c− αy = 0✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ y = c
α
✳ ❙❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ −αf
(
c
α
)
< 0✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ I (c, c) =
´ c
0
pdF (p) +
´ c
α
c
cdF (p) +α
´ p
c
α
Min {p, c} dF (p) ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣
✶✷✸
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t❤❛t I (c) < I (c, c) ✐❢ c− αc < 0✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛t❡r ✐s ♠❡t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r♦✜t str❡❛♠s ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ❝♦♥tr❛❝ts ❜❡❝♦♠❡s✿
I (c, c)− I (c) =
ˆ c¯
c
α
(αp− c) dF (p) +
ˆ c¯
c
α
(αc¯− c) dF (p) > 0.
▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r p∗
❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡❞ p∗ s♦❧✈✐♥❣ p˜i (p∗) = I✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t s✉❝❤ ✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦[
c
α
, p¯
]
✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t p˜i(p∗) r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t p˜i
(
p∗ = c
α
)
✇❤❡♥ t❤❡
♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ♠❡t ✭c−αc < 0✮ ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t dp˜i(p
∗)
dp∗
< 0 ✐❢ p∗ > c
α
✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ pi (p∗) ✐s ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
✐♥ t❤❡ s❡t
[
c
α
, p¯
]
✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♥♦ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t p˜i (p∗ = p¯)✱ s♦ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ p∗ ∈
[
c
α
, p¯
]
s✉❝❤ t❤❛t
p˜i (p∗) = I ✐❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r p∗ < c
α
♠❛② ❛❧s♦ s♦❧✈❡ p˜i (p∗) = I✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ t❤❛♥
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
[
c
α
, p¯
]
✳
Pr♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶
❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ♠✐♥✐♠✐③❡s
´
G¯(t)
dF (p) s✉❜❥❡❝t t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇✐t❤ ❜❡❧✐❡❢s
αˆ (t) = α✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐t ♠❛①✐♠✐③❡s 1−
´
G¯(t)
dF (p) =
´
G(t)
−
dF (p)✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t Min {p, c} ❣✐✈❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦✜ts ❢♦r ❡✈❡r② p ∈ G (t)−✱ t❤❡♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❛❧s♦ ♠❛①✐♠✐③❡s
´
G(t)
−
(p− t (p)) dF (p)✱
❛♠♦♥❣ t❤❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ❤✐♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❛t
´
G(t)
−
(p− t (p)) dF (p) + α
´
G¯(t)
(p− t (p)) dF (p) = I✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
´
G¯(t)
(p− t (p)) dF (p)✳
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Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹
❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ♦❢ t②♣❡ c✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts t❤❡
❝♦♥tr❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
U (t(p), x (αˆ (t)) = 1, c) = E(p)− I − (1− αˆ (t))
ˆ
G¯(t)
(p− t (p)) dF (p)− ϕ (αˆ (t))−
ˆ
G(t)+
cdF (p)
✇❤❡r❡ ϕ (αˆ (t)) = pi (·)− I ✐s t❤❡ r❡♥t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❙♦ ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❤❛✈❡
❧♦✇ r❡♥ts ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡
c✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛❝❝❡♣ts ✐s✿
U (t(p), x (αˆ (t)) = 1, c) = E(p)−
ˆ
G(t)
−
(p− t (p)) dF (p)−
ˆ
G¯(t)∪G(t)+
cdF (p)).
●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡ t❤✐s t②♣❡ ❡①♣r♦♣r✐❛t❡s✱ ✐ts ✉t✐❧✐t② ✐s ♦♥❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
t❛① s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❧♦✇ ♣r♦✜t st❛t❡s ♦❢ ♥❛t✉r❡s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ str✐❝t❧② ♣r❡❢❡r
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t(p) > Max {0, p− c} ❢♦r P ⊂ G (t)− ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡
x ∈ (0, 1]✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥tr❛❝t ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✇♦rs❡ ♦✛ ✐❢ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t (p) ❝❛♥♥♦t ❜❡
♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr❛❝t t❛①❡s ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ G (t)−✳
❚②♣❡ c ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r❡❢❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ r❡♥t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✐s str✐❝t❧②
❧♦✇❡r✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ αˆ (t) = 0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r r❡❥❡❝ts t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
♠❡t t❤❡♥ αˆ (t) = α ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝❝❡♣t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❡✐t❤❡r✱ s✐♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡♥t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❡♥s✉r❡
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t②♣❡ c ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t
❣❡♥❡r❛t❡s ❜❡❧✐❡❢s αˆ (t) = α ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ r❡♥t ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r
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❡q✉❛❧s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ✭♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✐♥✈❡st♦r ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝❝❡♣t ✐t ♦r t❤❡ ♦✉t ♦❢ ❡q✳
❜❡❧✐❡❢s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❆❧s♦✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❞❡✈✐❛t❡ t♦ c ❀ t(p) > Max {0, p− c} ❢♦r
P ⊂ G (t)− ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥tr❛❝ts✱ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡♥t r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡st♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t c ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞
t❤✉s αˆ (t) = 0✳
✶✷✻
